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Vorwort

Im Sommersemester 2003 las ich an der Universitéit Siegen die Funktionentheorie I1. Fiir
diese klassische Vorlesung stehen mittlerweile Lehrbiicher und Lehrinhalte aus einem
Zeitraum von mehr als 100 Jahren zur Verfiigung, und so besteht die Leistung des Do-
zenten ganz wesentlich darin, eine fiir eine einsemestrige Vorlesung geeignete Auswahl
zu treffen. Der Schwerpunkt der vorliegenden Vorlesung sind die elliptischen Funktionen
und die Modulformen. Es wird dabei immer wieder der Begriff des Divisors als Mittler
zwischen lokalen und globalen Eigenschaften meromorpher Funktionen in den Vorder-
grund gestellt, und es werden so oft als moglich eine weitergehende Algebraisierung der
Theorie und der Begriff der Riemanschen Fliche als nichste Stufe zum Versténdnis
angedeutet.

Dieses schone Skript hat Herr Lars Fischer selbstéindig und lediglich anhand seiner eige-
nen Notizen zur Vorlesung ausgearbeitet. Es wurde von meiner Seite nichts gedndert oder
hinzugefiigt. Daher ist der Untertitel ,In IATEXgesetzt von Lars Fischer” iibertrieben be-
scheiden. Allerdings wére auch schon allein die technische Ausfithrung in KTEXund mit
all den hilfreichen Abbildungen eines lobenden Hinweises wert.

Ich mo6chte Herrn Fischer an dieser Selle nochmals ganz ausdriicklich fiir seine Arbeit
danken. Mein Dank geht auch an die anderen Hoérer meiner Vorlesung: fiir die Korrektur-
hinweise zum Skript, die sie Herrn Fischer zukommen liessen, und fiir die konzentrierte,
arbeitsintensive und zugleich menschlich nette Atmosphére wihrend der Vorlesungen.

Siegen, im September 2003 Nils-Peter Skoruppa
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1 WeierstraBscher Produktsatz

1.1

Vorbemerkungen zu Reihen holomorpher Funktionen

Seien die (f,) eine Folge von Funktionen die in der Menge K C C definiert sind.

Definition 1.1 Die Reihe Y - fn heifit gleichmiBig konvergent auf K, falls gilt:

Ve>03dngVm>n>ngvzc K : ij(z) <€

Jj=n

Bemerkung:

o Ist > >, fn gleichmiBig konvergent auf K, dann konvergiert die Reihe )" f,, ge-

gen eine Grenzfunktion f, d.h. Vz € K ist ) 7, fn(z) konvergent und f(z) =

ZZO:1 fn(2).

e Die gleichméfige Konvergenz ist gleichbedeutend mit: es gibt ein f auf K mit

Ve >03ngVn >nevz € K : ‘f(z) —ka(z) <e
k=1

e Gleichméaflige Konvergenz auf kompakten Teilmengen eines Gebietes G C C be-

zeichnet man als kompakt gleichméflige Konvergenz in G

Satz 1.1 Sei G € C ein Gebiet (d.h. G C C ist offen), die Reihe >_>° | f,, konvergiere
gleichméBig auf kompakten Teilmengen von G gegen eine Grenzfunktion f. Dann gilt

1.

2.

Sind alle f,(n > 1) stetig, so ist auch f stetig

Sind alle f,(n > 1) stetig und ist ~ ein stiickweise diffbarer Weg in G, dann gilt

Sind alle f,, holomorph in G, so ist auch f holomorph

. Sind alle f,, holomorph, so konvergiert Vp > 0 die Reihe fép ) gleichméBig auf

kompakten Teilmengen von G gegen f®)



1 Weierstrafischer Produktsatz

Beweis: (1.) und (2.) wie in Analysis
zu (3.): Nach dem Satz von Morera ist zu zeigen: f,y f = 0 fiir alle geschlossenen stiick-
weise stetigen Wege v in G: Aber die f, sind holomorph, daher ist f,y fn =0, mit (2.)

giltdannf f—f an(&)Zf In-

zu (4.): Sel 2y € G sei ~y sei Kreis in G um zp Dann gilt (Cauchy Formel):

RS Sl
f@%mw:%ﬁ/kc_%pﬂ (-2 [ _%pH,c

Dy e
B = 2mi —z0P+1

Cauchy: f(p) (20)

Zum Nachweis der gleichméfligen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von G ge-
niigt es, diese auf abgeschlossenen Kreisscheiben K C G nachzuweisen (jede kompak-
te Teilmenge lisst sich durch Kreisscheiben iiberdecken): Zu K wéhle ~ als Kreisbo-
gen mit Mittelpunkt z € K und Radius R, der auflerhalb von K aber innerhalb G

verlduft und der Abstand zwischen K und « sei p > 0. Dann gilt ‘ZZ‘:” f,gp )(z)

p! ! Sren f
St £ i) < i, ROt < it [ 1 .

\,_/
=27R

Bemerkung: Gibt es zu jeder kompakten Teilmenge K C G eine Folge ~,, mit v, > 0,
sodass gilt: |fn(2)] < v Vn,z € K und > 7, < oo, dann konvergiert »_ f,, gleichméfig
auf kompakten Teilmengen von G (Normale Konvergenz auf kompakten Teilmen-
gen von G).

1.2 Ganze Funktionen sind durch ihre Nullstellen bestimmt

Definition 1.2 Fine Funktion heiffit ganz, falls sie auf ganz C  holomorph ist. Eine
Funktion heifit ganz rational, falls sie durch ein Polynom gegeben ist, sie heifit ratio-
nal, falls sie Quotient zweier ganz rationaler Funktionen ist.

Weitere Bezeichnungen:

Hol(C) ist der Ring der ganzen Funktionen. Mer(C) sind die auf C meromorphen
Funktionen. Psind die ganzen rationalen Funktionen (C Hol(C), Teilring), Pxo ist die
multiplikative Halbgruppe der ganz rationalen Funktionen # 0.

Frage:

Ist Mer(C) Z Quotientenkorper von Hol(C), d.h. ist jede meromorphe Funktion Quoti-
ent von zwei ganzen Funktionen?

Bemerkung: Jede ganz rationale Funktion ist (bis auf Multiplikation mit einer Kon-
stanten) eindeutig durch die Lage und Vielfachheit ihrer Nullstellen bestimmt. (f ganz



1.2 Ganze Funktionen sind durch ihre Nullstellen bestimmt

rational, ai,...,a, Nullstellen = f = const - [[} (X —a;) )

Nun folgt eine Prézisierung dieser Bemerkung mittels Divisortheorie:

Definition 1.3 Jeder (ganz) rationalen Funktion f # 0 ordnen wir ihren Divisor Dy
2u:

Dy :C — Z, Dy(z) = Ordnung von f bei z
D:={D:C — Z| Dy(2) = 0, bis auf endlich viele Ausnahmen }

Sei weiter: DT :={D € D|D(z) > 0Vz € Z} C D
Unterhalbgruppe

D st eine abelsche Gruppe (vermége (D1 + Ds)(z) := D1(2) + Ds(z)), die Gruppe der
Divisoren auf C . D ist ein Maf fir die »Lage und Vielfachheit der Nullstellen«.

Definition 1.4 FEine Sequenz

o7 Q41

heif$t exakt, falls bei A; gilt: Bild(«;) = Kern(oyy1) und das fiir alle A; in der Sequenz.
Satz 1.2 (Prézisierung der obigen Bemerkung) Die Sequenz
[e3 x B Y + 6
1—C" Py —DF —0
i I I11
von Homomorphismen ist exakt.

Beweis:

e exakt bei I bedeutet (3 ist injektiv: klar,da1={1} 31— 1€ C*

e exakt bei III bedeutet vy ist surjektiv: klar, da § alle D € Dt auf 0 € 0 = {0}
abbildet

e exakt bei IT bedeutet: Kern(vy) ist Bild(3) ~ C*
Beweis: [ ist injektiv, da 3 einfach die Einbettung von C® in die Menge der
Polynome ist, also Ve € C* : B(c) = ¢ € Pxo.
7 ist surjektiv, klar, da sich zu einem vorgegebenem D € DT leicht ein Polynom
finden lésst, das die Nullstellen mit der richtigen Vielfachheit besitzt.
Nun ist zu zeigen, dass die Sequenz bei IT exakt ist: Sei dazu 7 : Pxog — DT, f—
Dy.

=:sei f € Bild(#), dann ist f ein konstantes Polynom = D; = 0.

«: f € Kern(y), d.h. Dy =0 = f hat keine Nullstellen = f ist konstant (folgt



1 Weierstrafischer Produktsatz

mittels Fundamentalsatz der Algebra).
Damit ist die gesamte Sequenz exakt. ]
Bemerkung: Der Satz sagt aus: Dt ~ P, /C”.

Der Satz oben ist fiir ganz rationale Funktionen (P, D*) formuliert. Nun wird ein
entsprechender Satz fiir rationale Funktionen angegeben:

Satz 1.3 Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen

1—ct 2 {multi. Gruppe der rationalen Funktionen # 0} .D—o0

ist exakt.

Beweis: [ ist injektiv, trivial (wie oben)
v : f > Dy ist surjektiv: zu D € D definiere D = D, + D_ vermoge:

_ [D(z), falls D(z) >0 _ [D(z), falls D(2) <0
Dy (z) = { 0, sonst ’ D(2) = 0, sonst

Nach dem vorigen Satz lassen sich nun zwei Polynome f, g angeben, mit Dy = D und
Dy=—-D_ Dannist Dy = Dy — Dy = Dy + D_ und damit ist - surjektiv.

Noch zu zeigen: Kern(;) = Bild(f), d.h. eine rationale Funktion ohne Null- oder Pol-
stellen ist konstant. Das folgt aber wie oben. ]

Sei nun f # 0 eine ganze Funktion:

Definition 1.5 (Divisor fiir ganze Funktionen) Sei Dy : C — 7Z, Dy(z) = ordy(z),
dann gilt fiir D = Dy

{z €C|D(2) #0} hat keinen Hiufungspunkt in C (ist also eine diskrete Menge) (%)

Das ist die Menge der Nullstellen von f.
Definiere nun:

Doo :={D :C — Z| D erfillt (x)}
D} :={D € Dy | D(z) > 0¥z € C}
Doo heifit Divisor auf C .

Satz 1.4 Die Sequenz von Homomorphismen von Halbgruppen

additiv
0 — 2miZ — Hol(C) — Hol(C)z — D —0

h—eh f—Dp

ist exakt.



1.3 Ganze Funktionen ohne Nullstellen

Folgerungen:

e Satz 1.5 Jede auf C meromorphe Funktion f ist Quotient zweier ganzer Funktio-
nen.

Beweis: Sei D Divisor von f mit Dy = Dy +D_ (D4, D_ wie oben). D, -D_ €

DY. Nach dem Satz existieren dann hy,hy € Hol(C)y mit Dy, = Dy, Dy, =

—D_. Dann ist D, = Dy. D.h. 12/f € Hol(C) und Dy, =0, dh. m/f=e
ho ho

mit geeignetem h € Hol(C), d.h. f = hg;h, wobei im Zahler und Nenner ganze

Funktionen stehen. ]

e Satz 1.6 Die Sequenz von Gruppen

0 — 27miZ — Hol(C) — Mer(C) — Dy — 0
h—eh f—=Dy

ist exakt

Beweis: Analog zum vorigen Beweis, schreibe D € Dy, als D =D + D_. [

1.3 Ganze Funktionen ohne Nullstellen

Satz 1.7 Jede ganze Funktion f ohne Nullstellen schreibt sich in der Form f = e® mit
geeigneter Funktion h.

Beweis: f hat keine Nullstellen, deshalb ist f7/ auf C holomorph und besitzt die Ent-

wicklung

f/

S
Setze h := by + coz + 61§ + 62§ + ... mit e? = f(0) (das geht, da f(0) # 0 und
exp: C — C* surjektiv ist). Dann ist ' = fTI, betrachte g = fe ™.
Zu zeigen: g =1, d.h. g(0) = 1 (ok nach Wahl von bj) und ¢’ = 0:

!/

g/ — f/efh _i_fefh(_h/) — f/efh _ fe_hé —-0. -

N——
:eihf’

(2) =co+crz4+e22+... Vz

1.4 Wiederholung Analysis I: Unendliche Produkte

Literatur zu diesem Abschnitt: Knopp: Unendliche Reihen und Produkte

Definition 1.6 Sei (¢,,) eine Folge von komplexen Zahlen, dann heifst [[°2 ¢, (eigent-
lich) konvergent, falls gilt

1. dng, sodass ¢, # 0 Vn > ng



1 Weierstrafischer Produktsatz

2. limp_ oo Hﬁ:no cn existiert und # 0 ist

Satz 1.8 1. Ein konvergentes Produkt ist genau dann 0, wenn einer seiner Faktoren
gleich 0 ist

o0 .
2. T2, ¢, ist konvergent genau dann, wenn

Ve>0dnogVn>ng,r>1:|cpp1e.. Cnpr — 1| <€ (%)

Folgerung
Mit r» =1 in (%) folgt [] ¢,, konvergiert = ¢, — 1

Beweis:(von
1. klar, folgt aus Definition der Konvergenz fiir unendliche Produkte
2. Sei 0.B.d.A. alle ¢, #0

=: setze Py := HZ:1 Cpn, dann ist |P,| > o > 0 fiir £ > 0 und o geeignet. Damit:

= [Pnir=Pu| o |Prgr—Pn| g5, > 0. Mit dem

Pryr
1 TS T

P
Cauchy-Kriterium folgt nun (x).

|Cn+1 e Cpgpr — 1| =

Drotr 1) < evr > 1,
no

Es folgt die Existenz von 0 < ¢; < ¢g mit ¢; < |Ppy4r| < co fiir alle r > 1

oder

<: Aus () folgt insbesondere die Existenz eines ng mit

c1 < |Py| < e fiir n > ny (xx)
Sei € > 0 gegeben: Dann existiert ng , sodass fiir n > ng,r > 1 gilt:

|Pn+r_Pn| > |Pn+r‘_Pn|

> d.h. [Py — Pl < ce fiir n > ng,r > 1
| P €2

Nach dem Cauchy-Kriterium ist P, konvergent.

Definition 1.7 [[ 7, (14c¢,) heift absolut konvergent, falls [[>7, (1+|cy|) eigentlich
konvergent ist.

Satz 1.9 Ist [[(1 + |cn|) konvergent, dann ist auch [[(1 + ¢,) konvergent.
Vor dem Beweis noch ein weiterer Satz:

Satz 1.10 Das Produkt [[>7 (1 + ¢,) mit ¢, > 0V n ist konvergent, genau dann wenn
>0 | ¢n konvergent ist.



1.4 Wiederholung Analysis I: Unendliche Produkte
Beweis: (mittels eines Tricks, der unterstrichen ist) Sei wieder P, := [[;_;(1 + ¢x) und
Py := 1. Der Trick ist:

P,—-1=P,— P, 1+P,1—P,o+...+P— F

n n
P =P,
_ Zpk Py & 1(1;%) % Zpk—lck:

k=1 k=1
~: .
14+x<e® k 0o
1< P, = H(l +q) < eXi=% < ez = const
=1

Die Konvergenz der Reihe wird ja vorausgesetzt. Damit ist

o o
Z Pi_1c; < const - Z cr < 00
k=1 k=1

d.h. das »Partialprodukt« P, — 1 konvergiert.
=: Sei nun [[(1 + ¢) konvergent:

n 1<P,Vk
ch < ZPk,lck:Pn—1<ooVn
k=1 k=1

Beweis:(von[L.9) Sei 0.B.d.A. 1+¢;, # 0Vk. [T32 (14 |ck|) sei konvergent (d.h. Y- [cx] <

o0) und esist P, — 1 Trick > peq Pro1ck.
Zu zeigen: > Pi_jcy, ist absolut konvergent und damit konvergent.

RS IETESY <H1+ my) e
=1
< H(l+|Cz|)ZCk < 00

=1
= lim P, =: P existiert.
Noch zu zeigen: P # 0:

k

[Ta+e)

=1

k ok
= log |1+« asymptot.gleich Slal>0
=1 =1

log

denn log(1l+ ) ~ v fiir v — 0

Satz 1.11 Ist [ 1+ ¢ absolut konvergent, so ist fiir jede Bijektion o : N — N ist auch
das Produkt [[(1 + c,()) absolut konvergent und [](1 + ¢x) = [T(1 + ;1))



1 Weierstrafischer Produktsatz

Beweis: Zuriickfiihren auf den entsprechenden Satz fiir Reihen. m

Beispiel: 1.1 [[7 (1 %)) ist fiir jedes z € C absolut konvergent, denn > >7 | 25 < oo.

’I’Lln

1.5 Unendliche Produkte holomorpher Funktionen

Satz 1.12 Sei (fy,) eine Folge von in einem Gebiet G C C holomorpher Funktionen. Die
Reihe Y07 | | fn] sel gleichmiBig konvergent auf kompakten Teilmengen von G.

1. Dann ist [[77 (1 + fn(2))V z € G konvergent. Die Grenzfunktion
f(z) =1IZ; (1 + fu(z)) ist holomorph.

2. Esist f(z2) =0 1+ fu(2) =0 fir ein n
3. Ordnung von f bei z € G ist gleich >, (Ordnung von f,(z) bei z)

Beispiel: 1.2 [](1 — Z—i) ist holomorph, Nullstellen: Z \ {0}, Ordnung 1.

Beweis:( von 1.: Die Grenzfunktion f(z) = [[72,(1 + fn(2)) ist holomorph. Die iib-
rigen Punkte sind klar.) Sei K C G kompakt, dann existiert ein m, sodass fiir n >
m,r > 13077 | fi(2)] < 3 ([denn Y |f,| ist gleichmiBig konvergent). Betrachte P, :=
| [ 41(1+4 fx): P, ist holomorph, zeige: lim P, ist ebenfalls holomorph, sei dazu n > m:

Pn_Pm:Pn_Pn—1+Pn—1_Pn—2+---+Pn+1_Pm

n

Pe=Pp 1 (1+fr)
= > (Ph—Pe1) ka(trh > P (fr)

k=m+1 k=m+1

Wir zeigen: die Reihe ist gleichméBig konvergent auf K:

o k—1
u<0=14u<e"
Poal< T @l == I e
l=m+1 l=m+1

— 62?:_;”‘1']%(2)‘ < e%

Damit Y ;o |[Pro1(2) fr(2)] < e > iemi1 |fr(2)]. Damit ist die Reihe auf der lin-
ken Seite gleichméfig konvergent, da es die Reihe auf der rechten Seite ist. Also hat
- +1 Pr—1fr eine holomorphe Grenzfunktion, d.h. limy, oo (P, — Pp,) ist holomorph.

Satz 1.13 Sei (f,) eine Folge von in einem Gebiet G C C holomorpher Funktionen. Die
Reihe >0 | fnl] sei gleichméBig konvergent auf kompakten Teilmengen von G. Dann ist

die  Reihe Zn>1 % absolut  konvergent auf Teilmengen G’, wobei
G' = G\ {Nullstellen von f}. Fiir jedes z € G’ ist Y | lifiz()) = fT/(z), wobei f =
[z (X + fo)-




1.6 Beweis des Weierstrafischen Produktsatzes

Bemerkung: G’ ist offen: Ist zg € G/, so existiert ein € > 0, sodass {z € G | |z — 2| <
e} CG.

Beweis: Mit den Bezeichnungen des vorigen Beweises: Sei P, := [[;L,, (1 + fi), f =
(14 f1) ... (1 + fa) - Fin, wobei =112, (14 fi). Auf G™:

/ / /
f 1+ h 1+ fm
Fyp = lim (P, = Pp) = lim Z Py1fi = Z Py—1fk

k=m+1 k=m+1

Die Reihe ist absolut und gleichméBig konvergent auf kompakten Teilmengen von G.
Daher gilt:

o0
F! =lim Z (Pe_ify) =limP,— P, =lmP
[ N— n Pp= 1:»Pm70 n
Damit:
F/ P/ n ! 0 !
—(z )—hm —(z) = Z _iz) = Z _h
Fom P L RGR) T A T+ )

Zur gleichmiifligen absoluten Konvergenz auf kompakten Teilmengen K C G': Sei K C G’
kompakt: Sei 7; := min,cx |1+ fi(2)|. Es gibt in G’ keine Nullstellen von f = ~; > 0.
Fiir I > 0 ist 7 > § (da fiir { > 0[f;(2)] < § ist, ist 1+ fi(2) > 1 —[fi(2)| > 3). Also

existiert ein v > 0 mit 4, > v V1. Damit gilt auf K: > ;2 ‘Jfﬁ | < < 5 LS 2 f(2)]
Aber | f]] ist gleichméBig konvergent auf kompakten Teilmengen von G', da > ;7 | i
gleichméflig konvergent auf kompakten Teilmengen ist. =

1.6 Beweis des WeierstraBBschen Produktsatzes

Sei D € DL (dh. D : C — Z,D(2) > 0V 2,T := {z € | D(2) > 0} hat keinen
Héufungspunkt in C ), zu konstruieren ist ein f € Hol(C) und Dy = D.

T ist abzahlbar: jeder Kreis um 0 enthélt nur endlich viele Punkt von 7', sonst gébe es
Haufungspunkte. Sei 21, 29, . . . eine Aufzihlung von T', da (z,,) keine Haufungspunkte in
C hat, gilt lim,, |z,| = oo (fast alle Folgeglieder liegen auflerhalb eines Kreises um 0 mit
Radius r). Sei vy, := D(zy,). O.B.d.A. sei z, # 0V n, sonst multipliziert man z, mit der
notigen Vielfachheit an die konstruierte Funktion heran.

Idee: [ [(2 — 2;,)*", konvergiert im Allgemeinen nicht, besser ist [[(1 — %)%, aber auch
das konvergiert im Allgemeinen nicht.



1 Weierstrafischer Produktsatz

Weierstraf3: Wihle ki, ko, ... € Z>o, sodass gilt Y 7, a,,%k”ﬂ ist absolut konvergent
V z € C. Setze damit

1 (a- Dt ) " < Tla+ )

z
v=1 v n=1

(Ist k, = 0, so gilt die Konvention et =¢l = 1).
Wir zeigen » o2, |fnl| ist gleichméBig konvergent auf kompakten Teilmengen von C :

1 z \k

z z (097
Fulz) = [(1 — 2o FAE) ety ;)y} ~ 1. Sei R > 0. Wir wollen gleichméBige

Konvergenz von ) |f,| auf {z € C| |z| < R} nachweisen.

Sei m so gewdhlt, dass fiir v > m gilt:

R _1 R\ 1
— <= und | — -
zu| T 2 "z 2
Zur Abkiirzung setze u := =,k 1=k, = o, (also |u| < ia " < ).
1 1 ay
)] = [[(1 = w2t m ™ g (+)
Feststellung:
(1—u) = L log(l—u) = —u—“;—. . .—%—. .., diese Beobachtung
liegt der Idee von Weierstrafl zu Grunde.
Daher ist
Wkl
=)
JulF+1 2 2
< eo‘( ) 1 ,denn |e¥ —1|= ‘w—i— % + ' < |w| + ’I;' |
< polul T (I ful+Hul P+
2a|u|Ft? 2 1 .. 1
<e —1 ,denn 1+ |ul+ |u?|+..= < 2,fur |u|l < =
1 — |ul 2
<9 k+1 2afulft? d T _ 1< a? < 2(1 a? T
<2au|" e , denn e* — _x—l—a—i-..._a:( +$+§+...)—xe
<e3
< 6aful"t, wobei u = i, |z| < R
Zy
ky+1
e
v
kv+1
Aber 6 a, (%) < 0o, damit ist Y |f,| gleichmé&Big konvergent, und damit kon-
vergiert das Produkt und der Satz ist bewiesen. [
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1.7 Beispiele zu dem WeierstraBschen Produktsatz

Bemerkung: Die Wahl &, := «,, + v ist stets ausreichend:

1
il < = firv>I
00 <4 2 [e's)
Z o (i)au+u+1 < Z (2 )@t
v=Il v v=Il
1
< (7)1/+1 < 00
aVZTV <1

1.7 Beispiele zu dem WeierstraBschen Produktsatz

1.7.1 Produktdarstellung des Sinus

0 sonst
Dsin(ﬂ'-)('z) = {1 =/

Zu betrachten ist: Y ez (%)2 ist absolut konvergent Vz € C. Nach Weierstraf} ist
n#0
zZ\ =
=[x~ 7) ;}
f(z) == K n)©

holomorph in C und Dy = Dy (r.). (Das Produkt wird mit z multipliziert, weil der sin
eine Nullstelle bei 0 benétigt.)

Fazit: sin(mz) = e f(2) mit einer geeigneten ganzen Funktion A .

2

Satz 114 25 = = []ncz (1= 1) ef = =TI (1= 3) er(1-Z)em = 2112, (1- %)
n

(Auf der linken Seite wurde sin 7z durch m geteilt, damit die Taylor Entwicklung mit z
und nicht 7z beginnt. Der Beweis fiir diesen Satz folgt an spéterer Stelle.)

Bemerkung: Fiir z = % folgt:

1 = 4n?
r=2]] — :21‘[4”27"71

- 4n?2 n=1

Diese Darstellung von 7 heifit Wallis Produkt.

1.7.2 Die WeierstraBBsche o-Funktion

Definition 1.8 Fine Untergruppe I' C C heifst diskret, falls Vz € C existiert eine
offene Umgebung U von z mit UNT C {z}.

11



1 Weierstrafischer Produktsatz

Bemerkung: Ist I' C C diskret, dann ist Dr mit Dr = {(1) zoisrz; ein Element von
Deo.

Satz 1.15 Sei I eine diskrete Untergruppe. Dann gilt:

1. T' = Zw fiir ein w € C
oder

2. T' = Zwi + Zws mit geeigneten wi,we € C, wi,ws # 0 und %(:‘j—;) # 0. (Dabei
bedeutet 3z den Imaginérteil von z)

Bemerkung:

1. S(g—;) # 0 < wy,ws sind linear unabhéngig iiber R. Bzw. Z—; liegt nicht auf der

reellen Achse (siehe Abbildung [1.1]).
2. Ein T’ wie in 2. heifit (vollstéindiges) Gitter (siche Abbildung

Abbildung 1.1: Abbildung 1.2:
Wo . ,

AN
Sind a und 8 die Winkel, die zu w; bzw. Ein vollstéindiges Gitter besteht aus den
wo gehdren, so liegt “L auf der gestri- Punkten, an denen sich die gepunkteten
’ w2 . .
chelten Linie. Sind w; und wsy kolinear, Linien schneiden.

so liegt oo — (8 auf der reellen Achse.

Beweis: Ist I' = {0}, so ist ' = Z0.

Sei nun I' # {0}, also sei w € I und w # 0 wobei |w| minimal ist (ein solches minimales
w existiert, da I' diskret ist: es gibt eine offene Umgebung von 0, die nur endlich viele
Punkte von I' enthilt).

Dann ist Rw NT = Zw. (Ist v € Rw, so ist y = nw + Yw mit n € Z und 0 < ¥ < 1, dann
ist aber |[Yw| = |¥| |w| < |w|. Folglich ist ¥ = 0, da w minimal gewihlt war.)

Ist I' = Zw, so ist der erste Fall gezeigt! Ist hingegen I' # Zw, so sind wir im zweiten
Fall:

12



1.7 Beispiele zu dem WeierstraBschen Produktsatz

Wihle jetzt ein we € T'\ Zw, wobei we wieder minimal gewéhlt sei. Das w von oben wird
nun mit wy bezeichnet.

Wir zeigen: I' = Zwy + Zws: sei a € T', schreibe a = (m + ¥1)w; + (n + ¥2)wz, wobei
m,n € Z und 0 < ¢1,095 < 1 sei. Setze v := Y1wy + Yowo, zu zeigen ist: v = 0.

Jedenfalls ist v € T, damit ist entweder v = 0 oder ¥192 # 0 (falls nur ein ¥; = 0 ist,
wiirde das die Minimalitét des entsprechenden w; verletzen).

Sei nun A = {¢1w1 + owa | 1 + d2 < 1} (siehe Abbildung [1.3).

A

%)

Abbildung 1.3: A ist die konvexe Menge in der unteren Héilfte des Parallelogramms in-

klusive der gestrichelten Diagonale .

Wir betrachten die Falle:

v e A

v & A:

Es gilt:
Y] < fdrl fwi] + [fa] |wr| < (61 + @2) [wel
Die letzte Abschitzung nutzt aus, dass |wi| < |ws] gilt, da |wa| »nur«minimal in
'\ Zw, ist. Nun folgt (¢1 4 ¢2) |wa| < |wal.
—_———

<1
v = wy ist ausgeschlossen, da ¥2 < 1 war. Ebenso scheidet v = w; aus, da auch
Y1 < 1 war. Der Fall 0 < |y| < |wa| verletzt die Minimalitéit von wy. Es bleibt nur
v =0.

Dannist v :=wi+ws—y € A. v = (1=91)w1+(1—2)we, mit 1 —th +1— Iy < 1
Es ist 4/ € T, wegen

/

(1 =01) [wi] + (1 = F2) |wo|
(1 =91 +1—2) |ws

<1

<
<

< |wa]

Wie oben folgt 7/ = 0.
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1 Weierstrafischer Produktsatz

Damit ist dann I' = Zwq + Zws! ]
Bemerkung: w;,ws sind nicht eindeutig durch I" bestimmt, z. B.ist ' =Z-1+7Z -1 =
Z-(1+i)+7Z-1.

1 zel

Gesucht ist nun eine Funktion o mit D,(z) = { 0 sonst’

3
Lemma 1.1 ) . cr < ) ist absolut konvergent fiir jedes z € C.
77#0

3
Beweis: Zu zeigen ist ) . er (%) < 00. Setze P, := {xwi +ywa | (Jz] =n Ayl <n)V
770
(Jz| <nAly| =n)} (siche Abbildung [L.4).

Abbildung 1.4: Die P, sind konzentrische Parallelogramme.

v = 2w + ywa € Py, |y| > nh, wobei h := min(|wi|, |wz|). Damit

> oLeYy

e o) !7\ v ey Iv!
oo
1
Z n3h3 = h3 2 S
n=1
da #Pn = 8n

z41(z 2
Definition 1.9 o(2,I') = 2z [[er [(1 — %) ev "z (7) } heifit Weierstraf3lsche o-Funktion.
Y#0
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1.7 Beispiele zu dem WeierstraBschen Produktsatz

Bemerkung: Das Produkt ist nach dem vorigen Lemma und dem Satz von Weierstraf}
absolut konvergent, fiir jedes z. ¢ ist eine holomorphe Funktion in C , die Nullstellen
sind die Punkte von T, sie sind von erster Ordnung.

Ausblick:

1. Dy = Dy(yqr), 7 € I'ist fix, d.h. wir betrachten den Fall f(z) = o(z +7,T)
(f(z0) =0 z0+v € I' & zy € T'), also nach dem Satz von Weierstraf} ist
o(z,T)eM(®) = g(24~,T). Es wird sich herausstellen, dass h(2) ein quadratisches
Polynom in z ist.

2. 0(z,I'), als Funktion von z und T, ist eine so genannte Jacobi-Funktion.

1.7.3 Die I'-Funktion

Definition 1.10 (nach C. F. Gaufs)

z

' nln
Pe) = I e DG G

f’L'L'TZE(C\ZS()

Satz 1.16 Der Limes existiert Vz € C\ Z<q. Es gilt

1 z
C-z ( =
=e "z | | 1+ —) e-n

I'(z) oot n

Das ist die » Definition nach Euler«. Die Konstante ist C' = lim,, (1 + % +...+ % — log n) R
0,57721..., die Euler-Mascheronische Konstante.

Insbesondere ist I'(z) meromorph auf C , hat Pole erster Ordnung in Z<q, und I'(z) hat
keine Nullstellen.

Beweis: > > | (%)2 ist absolut konvergent Vz € C. Daher ist f(z) := z[] (1 + 2) e=n
fiir jedes z € C absolut konvergent und holomorph in C . f(z) hat Nullstellen erster
Ordnung bei Z<.

1)-... 1+2)(142) .. -(142
lim Az 4 ) (z+m) = lim A 2)( 2> ( ) mit n® =e
n nln? n n?

. 1 1 Z z z
—117gnexp<<z<1+2—|—...+n>—logn)>z(1+z)-...-(1+n)exp(—(1—l—...+n

zlogn,

= exp (zlim (1 + % + ...+ % —logn>> f(2)
=" f(2)
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1 Weierstrafischer Produktsatz
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2 Die ['-FunktionDie Gamma Funktion

-1
nln® oa |l B 2N
R E S Fe e R [ZH(”n)e ]

Eigenschaften:

e Funktionalgleichung: I'(z + 1) = 2I'(z)

Beweis:

nlnztl
(z4+1)(2+2)-...-(2+n+1)
nin?

m "z
nz4+n+1  z(z+1)-...-(z2+n)

—_——

lim=1

= z2I(z)

I'(z+1) =lim

e Spezielle Werte:

— I'(1) = 1 (Einsetzen in die Gauf-Definition)
— I'(n + 1) = n! (Einsetzen in die Funktionalgleichung)
d F(Z)F(l - Z) = sin7r7rz <*)
Beweis:
DEI( - 2) ) -
2)I'(1 —2) ="lim .
2(1+2)1+5)-...-(1+2)

nlnl=2
(1—z)(1—z+1)~...-(1—|——z+n))

nl—* 1

= T20-2)--(-Z) n¥l—=

= lim
2z—22)(1-(3)D)-...-(1-(2)?

™

sinmz

e I'(}) =/, daT(3)? = (nach (x)) und I'(3) > 0 nach der GauB Definition.

17



2 Die I'-FunktionDie Gamma Funktion

e Res,—_, I'(2) = # (v € Z>o)

. r r I .
Beweis: Unter Beachtung von I'(z) = (ZZH) = Z((er)) =...= % ergibt
sich durch Einsetzen von z = —v und nach Kiirzen von (z + v):

(1
lim I'(z) = (1)
) —v(—v+1)-...-(—v+rv—-1)
_ (="
v -1)-...-1

o Fiir z =z + iy mit z = R(z) > 0 ist |['(2)| < |I'(z)]

Beweis:

wegen

e« logn

’e(m"'zy) logn| — , denn

evlogn — 1‘ ,und |z|2 =22 +y? > a?

Damit wird:

z x

nln
z(x+1)-...-(z+n)

nln
2(z+1)-...- (2 +n)

< lim

IT(z)| = lim‘ = [I'(2)]

o V(3 < a < b existiert eine Konstante M, sodass I'(z) < M fiir a < R(z) <b. D.h.
I ist auf senkrechten vertikalen Streifen beschrénkt (siche Abbildung [2.1)). (Folgt
aus dem vorigen Eigenschaft.)

Abbildung 2.1: T" ist auf dem gestrichelten Streifen beschrinkt

~

Satz 2.1 Sei f(z) holomorph in 1 — e < R(z) < 2+ € fiir ein € > 0. Es gelte

L fz4+1D) =2f(2)Vzamit 1 —e < R(2),R(z+1) < 2+4¢

18



2.

f’(z)‘ sei beschrinkt in 1 < R(z) <2

3. f(1) =1

Dann kann man f (eindeutig) zu einer in C \ Z<o holomorphen Funktion f fortsetzen
und es gilt f =T.

Beweis: Definiere f fiir z € C\ Z< als:

f(z4n) falls —n+1-—€e<R(z) <—n+2+e(n>0)

1) { (z=1)-...-(z=n)f(z—n), fallsn+1—e<RN(z) <n+2e
z) =
z(z+1)-....(z+n—1)"

Mit (1.) folgt dass f wohldefiniert ist. Es ist f holomorph. In Z<p hat f Pole, und zwar
von erster Ordnung. Fiir das Res,—_, f gilt:

Res.— . f(2) = Zl_l)H_ln(Z +n)f(2)

i (z4+n)f(z+n+1) _ f(1)
z—m—nz(z+1)-...-(z+n) (—n)(-n+1)-...-(—n+n—1)
fOED fo=1 (D"

n! n!

Esgilt f(2+1) = 2f(2) V z (zunéchst nur fir R(z) = 1 nach (1.), nach dem Identitatssatz
fiir analytische Funktionen dann iiberall).

Setze g(z) :=T'(z) — f(z), dann ist g holomorph in ganz C (die Hauptteile heben sich
gegenseitig auf) und g(z + 1) = z¢(z) Vz und ¢(1) = 0.

Setze s(z) := g(z) - g(1 — z). s ist periodisch mit Periode 2 :

gz —1)

—Zz

s(z+1) =g(z+1)g(—2) = z9(2)

— —s(2)
also:  s(z+2)=—s(z+1) = (—(—s(2)))

Ferner ist s(2) beschréinkt: g(2) = g(z-+iy) ist beschrinktin B = {z =2 +iy|0 <2 < 1,
ly| > 1} (siehe Abbildung , weil |g(2)| = ’@‘ < K mnach (2.) und |T'(z)| < T'(x)
fiir 1 < R(z) < 2. Ferner ist g(z) holomorph , also auch beschrinkt in 0 <z <1, |y| < 1.
Fazit g(1—2) < K in 0 < z < 1. Dann ist auch g(1—z) < K (Spiegelung an 3). Also ist
5(2) <9(2)|-]g(1 = 2)] < K?in 0 < x < 1. Da |s(2)| die Periode 1 hat, folgt |s(2)| < K2
vVzeC.

Also ist s nach Liouville konstant. s(1) = g(1) g(0) = s = 0. Aus 0 = s(2) = g(z)g(2 —1)

~—~
=0

folgt g = 0 (als Ubungsaufgabe). [
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2 Die I'-FunktionDie Gamma Funktion

Abbildung 2.2: g ist in dem gestrichelten Bereich B beschrinkt.

Satz 2.2 Fir R(z) > 0 gilt:
> dt
I'(z) :/ et —
0 t
> e_ttz%.

Beweis: (Nachweis der Konvergenz des Integrals: Analysis) Sei f(z) := |,
Dann ist f holomorph in R(z) > 0 (siche Ubung).

sl [l G- [T
0 t 0 t

wegen: ‘e(m+zy)logn _ 6a:logn

, denn e’ylog”‘ =1

Insbesondere ist f(z) beschrinkt in 1 <z < 2
f(1) = / e tdt =1
0

0 t

=
N
+
—_
~
I

partielle Integration:

[—e "], +z/ et —
—  Jo t
=0

= 2f(2)

Nach dem vorangegangenen Satz ist dann f =T ]

In Abramowitz, Stegun: » Handbook of mathematical functions«, Seite 255 ff. finden sich
weitere Formeln:

Duplication Formula: T'(2z) = T'(2)['(z + 1)(27) 2% 2

20



Triplication Formula: T'(32) = (27)~!- 3(3:73) . I(2)I(z+ 3)(z+ 2)
n-Formula: T'(nz) = (277)(%(1_")) -p(n2=3) . =Tz + Ey
Stirlingsche Formel: T'(z) ~ e*Zez_%(QW)% fir |z| — oo, |arg(2)| < 7

_I'(»)
T(2)

log. Ableitung: ¥(2)
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2 Die I'-FunktionDie Gamma Funktion
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

3.1 C als Riemannsche Fliche

Sei f ganz auf C , betrachte die Funktion g(z) := f(%), z € C,z # 0. g ist holomorph
in C\ {0}. g hat die Laurent-Entwicklung g = >, a,2", dh. f(z) = > cpanz™"
(»Laurent-Entwicklung von f bei co«).

Fall 1: Es gibt unendlich viele a,, # 0,n € Z<o, f hat eine wesentliche Singularitét bei
00

Fall 2: sonst: ords f := min{n € Z | an # 0}, Sprechweisen:

>0 : oo ist Nullstelle von f, f ist holomorph bei a
ordef< <0 : ooist Pol, f ist meromorph
=0 : ap:= f(c0), f ist holomorph bei co

Beispiel: 3.1 e f(2) = apz" + ... 4+ ag, an, # 0, ein Polynom. g(z) = f(%) =
anzin—i-...—i—ao, orde f = —n = —grad f

1
&) =T"17
1 1 1
9(2) =) = T = ry g, — AL 1T )
=ordeof =1

Definition 3.1 C:= CU{oc}. U C C heifit offen , gdw.

U C C ist offen
oder
oo € U,und C\ (U \ {oo}) ist kompakt

Bemerkung:

1. Offene Menge in C sind U C C, wobei U offen ist oder (C\ K) U {oo}, wobei
K C C kompakt.

23



3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

2. Ist U C C offene Umgebung von oo, dann ex. ein R > 0, sodass {z € (Cl |z| >
R} CU ist

3. C ist kompakt (d.h. ist C =
UZ:l Ulk)

4. C ist homéomorph zu Sy = {(x,y,2) € R? |x2+y2—|—22 = 1} (via stereographischer
Projektion (siche Abbildung|[5.1))

e Ui Ui offen), dann existieren iy, ..., i, mit C =

Abbildung 3.1: Die Stereographische Projektion vermittelt eine Isomporphie zwischen C
und S5.

5. C ist homdomorph zu PY(C), der »projektiven Geraden iiber C «.

Bezeichnungen:

to :C\{0} —C, z—100—0, Vi:=C)\{0}
to :C\{oo} —C, zr 2, Vo:=C\{x}=C

tso und ty heiffen Karten bei oo bzw. bei 0.

Bemerkung: t,ty sind Homéomorphismen (d.h. bijektive Abbildungen f, wobei f
und f~1 stetig sind)

Definition 3.2 (Holomorphe Funktionen auf U C C) f : U — C (U C C) heifit
holomorph, falls f ot~ : t({UNV) — C holomorph ist fiir t = to oder t = ty und
V =Vy bzw. V =Vj.

Aquivalent: Fir jede Karte t : V — C existiert eine holomorphe Funktion g : t(U N
V) — C mit f =got=g(t) (d.h. f(z)=g(z) = holomorph, falls z aus der Umgebung
eines Punktes von C ist oder f(z) = g(%) mit holomorphem g, falls z in einer Umgebung
von oo ist.)
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3.2 Meromorphe Funktionen auf C

Definition 3.3 (f meromorph auf U C C,U offen) f heifft meromorph auf U C C,U
offen, falls es eine Menge von isolierten Punkten P g¢ibt, sodass

1. f:U\ P — C holomorph ist

2. Fir jede Karte t : V. — C ist f = g(t) mit einer auf t(V NU) meromorphen
Funktion g mit Polen héchstens in t(V N P)

Mer(U) := Kérper der auf U meromorphen Funktionen.
Bemerkung: U \ P ist offen, da P C U isoliert ist.

Beispiel: 3.2 Meromorphe Funktion f auf C= eine auf C meromorphe Funktion f,
sodass ein R > 0 existiert, sodass f holomorph auf {z € C| |2| > R} und f(1/2) hat
hochstens einen Pol bei Z = 0.

Eine auf C meromorphe Funktion hat hichstens endlich viele Pole.

3.2 Meromorphe Funktionen auf C

Mer(C) ist ein Korper, f € Mer(C), f # 0 hat nur endlich viele Pole und Nullstellen.

Definition 3.4 Divisor einer meromorphen Funktion f € Mer(C)

Mer(C) > f ~» Dy
D;:C—Z
D¢(z) = ord. f

(ordsof = ngdw.f(z) = g(1)L mit einer bei Z = 0 holomorphen Funktion g(%), f =

9(too)tl, g holomorph)

Beispiel: 3.3 f(z) = jg—ﬁ mit p = 273
z ‘ +i —i 1 p p> oo sonst
Dy(z)|-1 -1 1 1 1 -1 0
(31 g g 127
f(z)_(%)2+1_z+z3_z m
—
holom. bei 0

Feststellung: ) .. Dys(z) =0

Satz 3.1 Fiir ein f € Mer(C) gilt stets Y, = Ds(z) =0
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

Beweis: Wihle ein R > 0, sodass f holomorph in |z| > R —e€ > 0 mit e > 0 ist. Dann
gilt nach dem Satz von Rouché:

2 Z; Dy(2) :yiuz ‘fcf/((j)) dz
A S S

/ .
/ﬁé g (w) dw Rouché —ordyg - 271
g(w): f( w|—f (w)

=—2mi-orde f = 27riZDf(z)

zeC
= Dy(2) =

2eC

Lemma 3.1 Hol(C) = C, d.h. jede auf C holomorphe Funktion ist konstant.

Beweis: f € Hol(C), da f stetig und C kompakt ist, ist auch f(C) kompakt, d.h. f(C)
ist beschrinkt (d.h. f(C) C {z € C| |2| < R} fir ein R > 0). Also f|c beschrinkt, da

flc holomorph ist, folgt mit dem Satz von Liouville: f ist konstant. [
Definition 3.5 Div(C) := {D C—7Z | D(z) # 0 fiir hochstens endlich viele z € @}
Divy(C) := {D :€ Div(C) | >.ceD(z) =0}

Bemerkung: Div(C) ist eine Gruppe, Divg(C) ist eine Untergruppe.
Satz 3.2 Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen
1— C" — (Mer(C))* fLD> Divg(C) — 0
=Dy
ist exakt.

Beweis: Erakt bei x : obiges Lemma, noch zu zeigen: f + Dy ist surjektiv. Sei D €
Divy(C), seien aq,. .., an € C die Stellen mit D(cy;) > 0 und seien 1, ..., B, die Stellen
mit D(3;) < 0, sei s; := D(c;) und t; := D(B;). Beachte D(00) = 377 1 t; — >0, s;
(wegen D € Divg(C)).

MiG—oa)y oo
Setze f = (L= 5,5 f € Mer(C)

Ferner: Dy(oo Zt —Zsj, denn

eiz=0: 1 = 71—[(% — )Y _ PRPILIE O 101 — aj2)*
SR | (AT 11— 5,5
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3.3 Automorphismen der komplexen Ebene

die rechte Seite ist holomorph bei z = 0 und hat dort den Wert1. = D(z) = Dy(z),z € C
und auch D(oo) = Dy(c0) = D = Dp (]

Korollar (zum Beweis): Mer(C) = Korper der rationalen Funktionen!

3.3 Automorphismen der komplexen Ebene

Vorbemerkungen:
h= {z eC | S(z) > 0}, C , C sind einfach zusammenhdngend.

Riemannscher Abbildungssatz: Jede einfach zusammenhdingende Riemannsche Fli-
che ist isomorph zu b, C oder C.

Satz: Zu jeder Riemannschen Fliche X existiert eine »holomorphe Uberlagerung«
U— X, wobei U =C, C oder b ist. Es gilt dann

U/l'x X
fiir eine geeignete diskrete Untergruppe I' von Aut(U).
Definition 3.6 Aut(C ) :={f:C—C | f bijektiv, f und f~' sind holomorph }
Bemerkung:
1. Aut(C ) ist bzgl o eine Gruppe
2. Man kann zeigen: f : C — C bijektiv und f holomorph = f~' holomorph

Beispiel: 3.4 1. f(z2) =az, a# 0 f € Aut(C) a = re’,r > 0: Drehung um 9,
Streckung um r

2. g(2) =2z+0b, beC: Translation um b

3. Allgemein sind Polynome ersten Grades € Aut(C) (h(z) = az +b)

Satz 3.3 Aut(C ) besteht aus allen Transformationen der Gestalt z — az+0b (a,b €
C,a #0)

Bewezts:

D klar

N

Sei f € Aut(C), betrachte f bei z = oo, d.h. f(2) beiz=0

Fall 1: f hat bei oo hdchstens einen Pol: dann ist f aber rationale Funktion (da
Mer(C ) = rationale Funktionen). Da f keine Pole in C  hat, d.h. f ganz
rational, ist f = Polynom. Da f injektiv, folgt deg(f) =1
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

Fall 2: f hat eine wesentliche Singularitdt bei z = oo d.h. f(%) hat eine Singularitdt
bei z = 0. f injektiv = f({|z] <1})N f( {|z| > 1}) = 0. Das steht im Wi-
derspruch zum Satz von WeierstrafS (siehe unten): nach Weierstraf existiert
namlich eine Folge (z) mit |z| — oo und f(zx) — f(0). Insbesondere gilt
dann fir k>0, |zk| > 1 f(zx) € f(]2z] < 1) offene Umgebung von f(0).

Satz 3.4 (von Weierstraf}) Sei f eine ganze Funktion auf C . Hat f bei oo eine wesent-
liche Singularitit, dann gilt: zu jedem wy € C existiert eine Folge (z,,) mit |z,| — oo
und f(zn) — wp

Beweis: Widerspruchsannahme: Es gebe ein wg € C und ein € > 0, sodass V z € C mit
|z > R| gilt: |f(z) —wp| > €
Zu zeigen: f ist ein Polynom.

Auf {|z| < R} hat f (als ganze Funktion nur endlich viele Nullstellen zi, ..., zy, mit
Ordnungen aq, . ..,qn ). Definiere nun

f(z) —wo
H;'n:1(2 — 25)%

h:

Dann hat h keine Nullstellen. Ferner gilt

’h(2)|— |f(z)—w0| €

= & = o fur |z| > R
G- = e-gm

g:= % ist ganz auf C, da h keine Nullstellen hat und es gilt |g(z)| < 1] |z — 2;|% fir
(lz] > R)

Dann existiert c1,co sodass |g(z)] < ¢1 + co |z]Z;n:1aj fir alle z. Nach dem wverallg.
Satz von Liouville (siehe unten) ist g ein Polynom vom Grad < n. Da g ferner keine
Nullstellen hat, ist g = c (c konstant), h =1 und f = 1T[(z — 2;)® + wj. ]

Bemerkung: f bei co keine wesentliche Singularitit < f ist Polynom.

Satz 3.5 (verallg. Satz von Liouville) Sei f ganz auf C, es gebe ¢y, ¢, n, sodass |f(2)| <
c1 + c2]2|" Vz € C. Dann ist f ein Polynom vom Grad < n.
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3.4 Die Automorphismen von C

Beweis: Wir zeigen f™Y =0. Sei z € C,r > 0, dann ist

1) () = (n+1)! 7{ f(w) n+2dw
|lw—z|=r

271 (w—2)

1 e , ,
= (n;— ) fT(iUz) e~ 0 F2) 61 g (w=2z+eif,0<6<2m)
T o=0 T

2T
)| < o il J,_, |f(w)]
<ci+ca(|z|+r)™
(1 +ea(lzl+r)")

7“"""1 r—00

< (n+1)!

Satz 3.6 (Kleiner Satz von Picard) Sei f ganze Funktion auf C und f sei nicht kon-
stant, dann hat die Menge C\ f(C) hochstens ein Element. (Ohne Beweis)

3.4 Die Automorphismen von C

Definition 3.7 f:U — C (U C C offen) heifit holomorph, falls f stetig und fiir alle
acU gilt

1. ist f(a) €e Cundista € VC U mit f(V) C C, dann ist f|y holomorph

2. ist f(a) =ocoundistacV C U mit f(V) CC\ {0}, dann ist fI% holomorph
of fen

(der Nenner ist auf V' niemals 0), es gilt die Konvention f(la) = é =0

Aquivalent: Sind t1,ty Karten auf C, so isttio fo t2_1 holomorph auf Vo NU N f=1(V7),
wobei t; 1 V; — C.

Beispiel: 3.5 1. Sei f meromorph auf U C C (U offen). Setze f(a) = oo, falls a ein
Pol von f ist und f(a) = f(a) sonst. Dann ist f : U — C holomorph.

2. Sei g : U — C holomorph, dann ist g|gf1(oo) meromorph auf U.

Fazit: C-wertig holomorph = C -wertig meromorph.
Definition 3.8 Aut(C) := {f :C — @l f ist holomorph und f~1 ist holomorph}

Bemerkung: Aut(C) ist eine Gruppe bzgl. o. Ein f mit f, f~1 holomorph heifit auch
biholomorph.

Beispiel: 3.6 1. Die Elemente von Aut(C) lassen sich zu einem Element von Aut(C)
fortsetzen: ist f € Aut(C), etwa f(z) = az + b, so setze fort auf C via f(oo0) = oo.
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

1 1

. . . 1 _ 1 . . . . _
Holomorphie bei oco: F) = az b ist holomorph bei co, d.h. zu zeigen: 70 = ale
aller =z(a—bz+t...) ok

2. S(z) = 1 ist auch in Aut(C).

3. Komposition von (1.),(2.): z +— azﬂrba’ +b, a,da’ #0ist in Aut(C), denn

Ly a+baz+b) a2+
—Q = =
az+b az+b d'z+d"’

Definition 3.9 Fliir ein A = [CCL 2

. b
] € GL(2,C) setzte fa := Zjid

Erinnerung: GL(2,C) := { {Z Z] € C?*?|ad — be # 0},

a 7', [d -b
c d R e

_1
=3

Satz 3.7 Die Zuordnung A — f4 definiert eine exakte Sequenz von Gruppen:

Beispiel: 3.7 f[

l—'O

1— C% — GL(2,C) — Aut(C) — 1

(d.h. GL(2,C) — Aut(C) ist wohldefiniert und surjektiv und der Kern ist { [8 2} |a ecC” }

_C'[O J’“C)

Beweis:
. : : a b a v
1. Fir A,B € GL(2,C) ist dann fao fp = fap. Sei A = . d ,B=1, ik

a%Zh 4 b a(dz+ V) +b(dz+d)

fa(f) = ;?ZI
L2l 4+ d cldz+b)+d(dz+d)

_ (ad 4+ b )z + ab + bd'
~ (ca' +dd)z + cb + dd

2. i

b)) =+

Nach (1.) und (2.) folgt: fa ist bijektiv, denn fa o fa-1 = fa—1 0 fa = id. fu ist (C-
wertig) holomorph als rationale Funktion und fgl = fa-1
Fazit: fy € Aut(C).
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3.4 Die Automorphismen von C

3. Kern: sei fa =id, Vz:%E = 2o Vz: az+b=z(cz+d), dh.c=0,a=d,b=

cz+d
a 0
0, also A = [O a}

)oo 1= {f € Aut(C)| f(c0) = o0} iso-
) sind die Polynome vom Grad 1, d.h.

4. A fa ist surjektiv: Jedenfalls ist Aut(
morph zu Aut(C) vermdge f — flc. Aut(

Aut(T)oo = {f[8 A | [g ﬂ € GL(2,(C)}.

C
C

Sei g € Aut(C), sei g(oco) = a. Ist a = 00, so ist glc € Aut(C) ein Polynom ersten
a

0 1|°

Sei also a # oo. Setze f(z) = 2 f € Aut(C), f(a) = oo. Daher fog €

Aut(C), f o g(oo) = 00, fo g € Aut(C)oo,g € ' 0 Aut(C) .
—_—

€Bild(GL(2,C))

Grades, die zugehdrige Matriz ist [

Bemerkung:

o Aut(C)s heifit Standgruppe oder Stabilisator

* z %, z— az (aC%), 2z z4 b also zwei Spiegelungen bzw die Inversion,

Drehstreckung und Translation erzeugen schon Aut(C)

o [ = gj—is, ad — bc heifit Mobius-Transformation

Satz 3.8 Sei a,b,c € C. Dann gibt es genau ein f € Aut(C) mit
fla) =1, f(b) =0, f(¢)=oo.

Beweits: f :=[z,a,b,c] := 2;;; : 22¢ € Aut(C) (dabei bedeutet : eine Division) (Da a—b
und a — ¢ Konstanten sind, ist [z, a,b, c] bis auf diese Konstante = j—:g = fa, mit A =
1 :IZ] ydetA =b—c #0) f erfillt die Forderung f(a) =1, f(b) =0, f(c)= o0

(Nachrechnen!), [z,a, b, c| heifit Doppelverhiltnis.
Zur Eindeutigkeit: Ist g € Aut(C) und g : a, b,c — 1,0,00. Dann hat g o f~1 drei

Fizpunkte bei 1,0 und co. Wir zeigen: hat h € Aut(C) mehr als 3 Fizpunkte, dann gilt
h =1id.

Sei h € Aut(C) : dann h(z) = Zzzj_s ad — bc # 0 (nach Satz . Bestimmung der
Fixpunkte:

az+b
cz+d

=z=az+b=z(cz+d)
2+ (d—a)z—b=0 (%)
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

Hat h mehr als 3 Fizpunkte, alle # oo, dann sind die Fizpunkte Lisungen von (x), also
c=0,d=a,b=0, also h = id.

Ist ein Fizpunkt = oo, dann ist ¢ = 0 (und h Polynom vom Grad 1), hat h noch mehr
als 2 Fizpunkte so sind diese Lisung von (x), also d = a,b = 0. ]

3.5 Die Automorphismen von |

cz—d

Notation: Statt fa(z) schreibt man Az und meint [CCL Z] z = 222t
Zur Wiederholung: b := {z eC | Sz > 0}, Aut(h) := {f b o f)lf, 1 holomorph}.
ijektiv

Definition 3.10 Seien X,Y Riemannsche Flichen (z.B.: offene Teilmenge von C),
dann heiffen X und Y biholomorph &dquivalent, falls ein f : X — Y existiert,
sodass f bijektiv ist und f, f~1 holomorph sind.

Bemerkung: Aut(X) = f"'o Aut(Y)o f
Satz 3.9 hist biholomorph dquivalent zu D := {z € C| |z| < 1}.

Beweis: Betrachte die Abbildung f : b — D, f(2) := i—;;

f(2) <l |z4i* >z —i]* <= (y+i)%? > (y —i)?

= 2y> 2y<=y>0

Bemerkung:

1. Die Umkehrabbildung zu f ist f~' = fr| -1 =1[fri 4
[1 il} '[—1 1]

T w) =145 D5

2. Es gibt zu f : b biholomgrph b unendlich viele weitere: S o foa mit a € Aut(h),[ €

Aut(D).

Beispiel: 3.8 Sei A € GL(2,R) (hier ist wirklich R nicht C gemeint!):

S falz) = G +b S(az + b)(cz;- d)
cz+d lcz + d|
_ (ad —be)
ez + d|?

Also fa € Aut(h) <= A€ GL(2,R)*. Mit GL(2,R)" := {4 € GL(2,R)| det A > 0}
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3.5 Die Automorphismen von §

Satz 3.10 Die Zuordnung A —— f4 definiert eine exakte Sequenz von Gruppenhomo-
morphismen
1—R" — GL2,R)"T — Aut(h) — 1
a>—>[8 2] A fa
Alternative Formulierung: Die Zuordnung A —— f4 definiert eine exakte Sequenz von

Gruppenhomomorphismen

1—R* — SL(2,R) — Aut(h) —1

_rh At

denan:f( 1 >

detA A
—_—

det=1

Beweis:(der ersten Formulierung) Sei g € Aut(h), z.z. g = fa mit einem A € GL(2,R)™".
c o

Betrachte w := g(i) w = u + iv. Betrachte A = Y1
NG

,Ae SLI2,R), A-i =

VUi +u+ v = w.
Also fy-10g € Aut(h), wir zeigen

Aut(h); = {fa| A € SO2,R)}
(Zur Wiederholung: SO(2R) =

LI PR R R G A E T g
b a sinf cosf

Matriz der R-linearen Abbildungen C — C,z + ze' bzgl. der R-Basis {1,4})
1

1

Sei A = { 1@} JaiDEah, frbo Aut(h)io fa = Aut(D).

Es gilt fir M € GL(2,R)T : M € SO(2R) <= A"'MA = c [0 a

. 0] mit ¢ € R* und

acC la=1.

([Z _ab] € SL(2,R) :
P | e I R P
o [ 0= (080w ()

Multipl.

(Eigenwertgleichung).
Die andere Richtung folgt durch Nachrechnen!
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

Also zu zeigen: Aut(D)y = {leN = [g 2]} = {glEI s€ S':g(z) = sz} (Dabei ist

Sti= {zECl 2| < 1}).

Das Unterstrichene folgt aber aus dem folgenden Lemma. [

Lemma 3.2 Ist h € Aut(D), dann |h(z)| < |z|, dto. fiir |h_1(w)‘ < |wl|, d.h. mit
w=h(z):|z]| <h(z)

Satz 3.11 (Lemma von Schwarz) Sei f : D — C holomorph, f(0) = 0,[f(0)| < 1 fiir
|z| <1, dann gilt:

L |f(2)[ <z VIz[ <1

2. Ist | f(z0)| = |20] fiir ein zp # 0, dann ist f(z) = Az mit geeignetem A € C, |\| =1

Bewets: Setze g(z) = @ da f(z) =0, folgt g holomorph in D. Ferner |g(z)| < 1 fir
lz| =7r <1, da |f(2)| < 1. Nach dem Mazimumsprinzip folgt sogar |g(z)| < %V z<r.

Firr — 1 folgt: |g(z)| < 1, d.h. |f(2)| < |z| fir z € D. Gilt |f(z0)| = |20| fir ein zo,
dann |g(z0)| = 1, also hat |g| ein Mazimum in D, also ist g = const, etwa g = \ mit
Al = 1. ]

Bemerkung: U.a. haben wir gezeigt:
SL(2,R)/SO(2,R) — h,Ar— A,

ist bijektiv. SL(2,R) ist eine Lie-gruppe, SO(2,R) ist eine kompakte mazximale Unter-
gruppe.

3.6 Ergdnzungen

Spdter werden wir zu X = C oder b die Untergruppe T' C Aut(X) betrachten. Auf X

meromorph

werden wir f : X — " C mit f(z+ \) = f(2) Vv €T betrachten.

Beispiel: 3.9 f:C — C, f(z) = €2™, f(z+n) = f(2). Hierist ' = {tnln €L} C
Aut(C) und t,(z) = z + n.

Solch ein f »induziert« eine Funktion f: p\X — C.

Definition 3.11 1\X := Menge alle Bahnen (Orbits) von X bzgl. I'. Sprechweise: X
mod I'

Orbit := Menge der Gestalt: Tz := {v(2) |y e I'}.

Bemerkung: X ist disjunkte Vereinigung seiner Orbits unter T' ( d.h.

e je 2 Orbits sind disjunkt oder gleich
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3.6 Ergidnzungen

e jeder Punkt gehort zu einem Orbit )

f(T2) := f(2)

Ist T' diskret, so kann man p\X mit der Struktur eine Riemannschen Fliche versehen.

Beispiel: 3.10 1. L =Zwi +Zwy, C C(dh SZ#0)
Gitter

Ii={y|llel}, t,=2+1T CAut(C), T C Aut(C)
r\C = C/, (Menge der L-Nebenklassen im Sinne der Gruppentheorie)
Tz={t(x)|leL}={z+1|leL})

Fundamentalmasche in L = Fundamentalbereich zu I' := F' := {xwl + ywa | 0 << 1}
(siehe Abb. Bemerkung: F' hingt von wi,ws ab. Eigenschaften:

w1

Abbildung 3.2: Die Fundamentalmasche ist das gepunktete Parallelogramm ohne die
rechte und obere Seite, Punkte auf der oberen und rechten Seite wer-
den mit gegeniiberliegenden Punkten auf der unteren und linken Seite
identifiziert (~» Torus).

a) zu jedem z € Cex.einl € Lmit z+1 € F

b) Sind 21,29 € F und gilt 21 = 29 + [ fiir ein [ € T', so gilt: 23 = 29 und damit
=0

Fazit: F — p\C=C/, =z Iz ist bijektiv.

2.7 =SL2Z) C SL2R), SL2R)/g1} ~ Aul(h), £4+— (2 — %),
Untergr.

wobei A = [CCL Z] ist.
r\b={Tz|z€ebh}, Tz={Az|AecSL(2,2)}

Definition 3.12 Fundamentalbereich von  modulo I' := Moduldreieck
= {zEf)l —1<Re< izl > 12| =1= 3% < Arg(z)} =t F (siehe Abb.|3.5
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3 Die Riemannschen Flichen C, C und h

1
N

Abbildung 3.3: Das Moduldreieck F' ist der Streifen —% < Rz < %, der oberhalb des
Kreises liegt. Der gestrichelte Bereich 3 auf dem Kreis gehort nicht zu
F.

Eigenschaften:
a) z € h,soex.ein A€ SL(2,7Z), sodass Az € F
b) Sind 21,29 € F, ist A € SL(2,Z), mit Az = 23, so0 ist 21 = 29
Fazit: F — r\b ist bijektiv.
Beweis: (zu (i.)) z € b, sei A € SL(2,Z), sodass FAz maximal ist (das geht, da
{%Az = 3 |Ae SL(2,2),A = [CCL Z] } beschrénkt ist)

Bsp B8] lez+d|”

1 n

Sei 0.B.d.A. —3 < RAz < J, sonst ersetze Az durch (Az) +n = [0 1

} Az mit geeigne-
tem n € Z. Es gilt dann |Az| > 1, sonst:

I(SAz) = A > $Az, Widerspruch zur Maximalitéit von SAz
z
. 0 -1 1
wobei § = [1 0], Sw——a
Also Az € F oder Az € X, im zweiten Fall ist SA € F. m
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4 Der Satz von Mittag-Leffler

4.1 Vorbemerkung: Die Mittag-Leffler-Teilbruchzerlegung fiir
rationale Funktionen

_ )
f € Mer(C), die Pole in C seien z1,..., zp, der Hauptteil in z; sei hj(z) = Za__zlj +...+
Noy
—L—, n; = ord; f.
(Z*Zj)’"j|

g = f—(hi+...hyp) ist holomorph in C , und g ist bei oo entweder holomorph oder hat
eine Pol, also ist g ein Polynom. Fazit: f = g+hi+---+h, ist die » Partialbruchzerlegung
von f«.

Bemerkung:
1. g(2) — g(0) = a1z + a22® + ... + an2", a; € C ist der Hauptteil von f bei oo
2. ist f holomorph bei 0o, so ist g = const
3. st f = Z—;, wobei hy, ho Polynome sind, so ist ords, f = deg ho — deg hy

4. f = %, so hy = qhg + r mit Polynomen q,r, wobei degr < degh2 (Euklidische
Division), damit ist f = q+ ery th hat Nullstelle bei oo, also 7~ = »Summe der

Hauptteile bei den Polen in C«.

Gibt man Pole z1,...,2zp, und Hauptteile hy, ..., h, zu den z; vor, so gibt es stets ein

f € Mer(C) mit genau diesen Hauptteilen.

4.2 Die Mittag-Leffler-Teilbruchzerlegung fiir meromorphe
Funktionen auf C

Satz 4.1 (Mittag-Leffler) Sei 21, 22, . . . eine Folge von komplexen Zahlen mit |z;| — oo,
) (z5) .
sei hj(z) = Za:;j +...+ %, al(]) € C. Dann gibt es eine auf C meromorphe
J
Funktion f deren Polstellen genau die 21, z2, ... sind und deren Hauptteile in z; gerade

die h; sind. Ist f eine weitere meromorphe Funktion auf C mit den gleichen Polen und
Hauptteilen, so ist f — f eine ganze Funktion.
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4 Der Satz von Mittag-Leffler

Beweis: Seien 0.B.d.A alle zj # 0. Betrachte die Taylorentwicklung von hz) bei z = 0:
hi(2) = rep b,(cj)zk (konvergent fir |z| < |zj]).
Bestimme Zahlen Pj, so dass mit g;(z) = Zfio b 2k gilt:

o0

VR>0: |m‘a£]h() gj(2)] < o0
j=

Dann gilt: f(2) == 372, (hj(z) — g;(2)) konvergiert absolut gleichmdpig auf kompakten
Teilmengen von C\ {z1,z9,...} und f ist wie im Satz verlangt.

Zur Bestimmung der P;: Wihle P; sodass max |hj(z) — ( )N < o5 L fir |z| < 32|, das
geht, da ) b(J)z absolut gleichmdfig konvergent auf |z| < 3 |2;].
Ist R > 0 gegeben, dann ist

1.
D mazp<phi(z) - gi(2) < Y Y
J J
%|2]|>R %Zj>R
(man hat nur endlich viele j ausgelassen: # {z;| |2;| > 2R} < o0) ]

4.3 Beispiele zum Satz von Mittag Leffler

4.3.1 Der Cotangens

d
meot(mz) = W(s:i)j((:j)) = log sin(mz)
Pole: v € Z, Hauptteile: - V, 1,, = —% Ziio(ﬁ)’“
Wahl von Pj: P; =0, damit g;(z) = —% fir |z < |v]. 1 < m
Fir R > 0:
1 1

Z max < > Z < <00

= <k \z —v vl (|v] - |R]) VI Rl) ~ & v

[v>R)| |1/|>R v#0

<const- %

[v|

Also L + Zyi% L+ 1 hat die gleichen Pole und Hauptteile wie mcot(rz).
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4.3 Beispiele zum Satz von Mittag Leffler

Satz 4.2
1 1 1
meot(mz) = — + + -

z Z—V UV
veZ
v#0

1 i( 1 1 1 1>

_z zZ—UV v z+ v v
v=1

_1+°o 2z

2 22 — 2
v=1

(Beweis: Ubung)

Setze g(z) == z[[{° (1 — 5—;), dann folgt mit obigem Satz:

g 1 o 22 Sas
g(z) = +Zm =" mcot(mz)
v=1
d%sin(wz)
- sin(mz)

= ¢(z) = const - sin(7z)

Taylorentwicklung bei z = 0 = const = %

4.3.2 Die WeierstraBBsche o-Funktion

Fiziere ein I' = Zw + Zwa, (SEL #0)
Gesucht ist eine meromorphe Funktion auf C mit Polen v € I',vy # 0 und Hauptteilen

HT’Y(Z) = (zfl'y)2

Reihe

= : = 1<1+2Z+3<2)2+ )
(z—7)2 2 (1_(2»2 binam. 2 5 S

pooo| L A=l RChI+R
’ (z—v? 7?1 =22 ||z|§21; v* |y — R
v
3Ry  12R
> 2= 7.3
@GS bl
dann:
1 1 12R
Z max | ———5 — — < Z—S < 00
~eT |2|<R ’2_'7’ v ~#£0 h/’ LemmdL1]
[v|>2R
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4 Der Satz von Mittag-Leffler

Satz 4.3 Durch p(z;) = % + Y er (ﬁ - 7%) wird eine auf C meromorphe
0

Funktion erklédrt. Die Reihe ist absolut gleichméfig konvergent auf kompakten Teilmen-
gen von C \ I'. Die Pole von p sind gerade die Punkte in I', Hauptteil bei v € T' ist
1

(z=7)?"

Satz 4.4 —% (logo(z; 1)) = p(z;T)

Bewezs:

Satz 4.5 Fiir ein v € T gilt p(z +7;T) = p(2;T).

Bewezs:

/ 2 2 1
“”Z‘?*ZW:”ZW

e#£0 eel’

ecl
T ) L

e#0 Z_€+Py ecl Z_ 6_'—7

ecl

denn mit € durchliuft auch € — v das Gitter I'. Damit ist p(z + ) = p(z) + c(v) (x)
(wobei ¢(7y) eine Konstante ist, die von vy abhdngt).

Zeige c(y) = 0: Offensichtlich ist p(—z) = p(z) (p ist eine gerade Funktion). Wihle
in (x) z==3:9(3) =p(=3) +cy) = c(y) =0 .
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5 Elliptische Funktionen

Fiir das gesamte Kapitel sei:
T = Zwi + Zuwn, S22 £ 0
w2

F = {xw1+yw2|0§x,y<1}
F = C/p wvermige z —s z+T

Definition 5.1

EUT) :={f € Mer(C)|VyeT: fz+7) = f(2)}

heifit Korper der elliptischen Funktionenelliptische Funktionen zu I'.
Konvention: Ist zg Pol von f, dann setze f(zg) = oo € C.

Satz 5.1 Ell(T") ist ein Korper.

5.1 Divisoren auf C/T"

Lemma 5.1 Sei f € Ell(I"). Fiir zg € C,y € I gilt: ord,,(f) = ord.y4~(f)

Beweis: Es gibt eine offene Umgebung U wvon zg und eine auf U holomorphe Funktion
g mit g(z0) # 0, so dass

f(z) =(z2—20)"g(z) firzeU,z# 2z und n = ordy, f (%)

Dann gilt aber fir z € y+U (y+U ist offene Umgebung von zo+7): f(2) = f(z—

) ™)
(z—(20+7))"g(z—"7). Esist g : z — g(z—=) holomorph auf v+U, g(z0+7) = g(20) # 0.
Es folgt: n = ord 4~ f [

Definition 5.2 Ist f € El(T), so definiere

Dy:Chr — Z
Df(p) = Ordzo(f)
p=z +1T

Dy heifst Divisor f. Dy ist nach dem Lemma wohldefiniert.
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5 Elliptische Funktionen

Lemma 5.2 Dy(p) = 0 fiir alle p € C/I bis auf endlich viele Ausnahmen.

Bewets: F sei eine Fundamentalmasche fir T’ (also F — C/p, z — z + T ist bijektiv)

#{plDf(P)#O}:#{ZoeFlordZOf;é()}

Zu 2y € F existiert eine offene Umgebung Uy, von 29, so dass f auf Uy, \{z0} keine Null-
oder Polstellen hat. Da F kompakt ist, gibt es z1,...,2; € F, so dass F' = U§:1 U,,. Also
1st {ZOEFlordZOf#O}Q{zl,...,zt}. n

Definition 5.3
Div(C/p) == {D :C/p — Z| D(p) = 0 fiir fast alle p € C/p}
heifit Divisoren auf C/p. Div(C/) ist eine Gruppe bzgl der Addition:(D1 + D2)(p) :=
D1(p) + D2(p)
P(C/):={D|3 fe EU): D =Dy}

heifit die Untergruppe der Hauptdivisoren Dabei steht p fiir principle divisors.
Untergruppeneigenschaft: Dy, + Dy, = Dy,.1,, Dy = =Dy

5.2 Drei der vier Liouvilleschen Satze

Satz 5.2 (erster Liouvillescher Satz) Die einzig holomorphen Funktionen in EII(T")
sind die Konstanten.

Beweis: Ist f € El(T) holomorph, dann ist f(C) = f(F) = f(F). f ist stetig und F
ist kompakt = f(F) ist kompakt. Insbesondere ist f(C) also beschrinkt (Heine Borel).
Nach Liouville aus Funktionentheorie I ist f konstant. =

Korollar 5.1 Sind f1, fo € Ell(I')*, Dy, = Dy,, dann ist f; = const - fo
Beweis: Dy, = Dy, = Dy, /r, =0, also % holomorph, also = const. L

Satz 5.3 (zweiter Liouvillescher Satz) Sei f € Fll(T"), dann gilt

Z Res,, F'=10
20€EF

(Alternative Formulierung: Res, f =0, Resy f :=Res,, f, wobeil p =29 +1T)

pEC/p

Bewezts:

27ri2f = %@Ff(z)dz

zeF
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5.2 Drei der vier Liouvilleschen Sétze

Abbildung 5.1: ohne Pole auf dem Rand Abbildung 5.2: mit Polen auf dem Rand

111 Weg —(CL + wg)
W
v F 11
=
I w1

Der Rand der Fundamentalmasche F' wird auf den gestrichelten Wegen entgegen dem
Uhrzeigersinn durchlaufen.

Weg a w1

f hat keine Pole in OF: (siehe auch Abb. Dann ldsst sich das Integral ohne Pro-
bleme berechnen:

1 1
jéF f(z)dz = /0 f(zwy)widt —i—/o fwi + twa)wadt

I:t—twq II:t—wi+twe
1 1
+ / flwr + we — twy)(—wy)dt + / fwg — twa)(—wo)dt
0 III:t—wi+wa—twy 0 IVit—wo —twe

Da f [ EU(T) (also mit e1,e2 € {0,1} gilt: V z € OF : f(eiwi + eowa + 2) = f(2)),
addieren sich das erste und dritte, sowie das zweite und vierte Integral zu 0. Es
folgt

f(z)dz=10
oF

[ hat Pole in OF: Dann2mi) pRes, f = f7 f(2)dz, wobei~y der gestrichelte Weg aus
Abbildung ist.

/Wf(z)dz:/af(z)dz—/ﬁm f(z)dz—/b+w1f(z)dz+/bf(z)dz

Wieder folgt wie oben, da f € El(T): das erste und zweite, sowie das dritte und
vierte Integral addieren sich zu 0.

Korollar 5.2 Ein f € Ell(I') hat mindestens zwei Pole modulo I' (d.h. in F) mit
Vielfachheiten gezéihlt
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5 Elliptische Funktionen

Folgerung: In einem gewissen Sinne ist die einfachste nichttriviale Funktion in EII(T")
eine solche, die einen Pol zweiter Ordnung (= Residuum = 0) in 0(¢ F) hat. Der
Hauptteil in 0 ist dann Z% Die Funktion p(z)(:= p(z,T")) ist eine solche Funktion.

Ist f eine weitere solche Funktion, so ist f — p = const nach Liouville I.

Satz 5.4 (dritter Liouvillescher Satz) Ist f € Ell(T"), dann ist

> Di(p)=0

peC/p
Bewezs:

f hat keine Null- oder Polstellen auf 0F: dann gilt mit dem Satz von Rouché:

2mi Y ordy f = %aFdlogf - yéF ‘;’(z)dz —0

z€F (Z)

Das folgt aber, wie im vorigen Beweis, unter Benutzung von f7/ € El(T)

f hat Null- oder Polstellen auf 0F: analog wie im vorigen Beweis.

Fazit: Wir erhalten eine exakte Sequenz von Gruppen:
1— C" — El(I")" — Divg(C/1)
Die Sequenz ist hinten nicht surjektiv: z.B:

-1 p=20

D:(C/F—>Z,D(p) ::{ 41 p—lw1+1“
-2

Wiire D = Dy so hdtte f nur einen Pol im Widerspruch zu Liouville I1.

5.3 Thetafunktionen

Erinnerung: (logo)" = —p. Also fiir v € T gilt:
2 d2
@loga(z +7) = @loga(z)
daher (zweimal Stammfunktion suchen, dann exp anwenden)

o(z+7) = eA<7)z+B(7)a(z), Y 2

mit geeigneten Konstanten A = A(v), B = B(y).
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5.3 Thetafunktionen

Definition 5.4

o) = {f meromorph auf C, f # 0| (logf)" = <];,>/ € Ell((C/F)}

heifit Menge der Thetafunktionen mod I'.

O(D)trin = {ep(z) |p = Polynom vom Grad < 2}

Bemerkung: ©(T)i, C O(), 0 € O(T)o € O(I), o(z +7) = eAMHBO)

Damit sind v — A(7),v — B(7v) jeweils Abbildungen der Form I' — C/o ;7.

Bemerkung: Kozykelrelation:

olz+m+y) | okz+tm) _ ozt
a(z+m) o(2) a(2)
—_— ————

exp(A(72)(z+71)+B(72)) exp(A(11)z+B(11))  exp(A(v1+72)z+B(11+72))

Daraus folgt: B(y1 +v2) = B(m1) + B(y2), d.h B:T' — C/o;7 ist ein Gruppenhomo-
morphismus, A(y2)y1 + A(m) = A1 +72), A: T — C/or;7 ist ein Kozykel.

Satz 5.5 1. O(T) ist eine Gruppe bzgl. Multiplikation von Funktionen

2. Ist f € O(T"), dann ist ord, f = ord,4, f,V2€ C,y €T

Beweis: 2. ist eine Ubung und folgt durch Nachrechnen.
Zu 1.:

(log f1 - f2)" = (log f1)" + (log f2)" € EII(T)
€El(T) €El(T)

Definition 5.5 Sei f € O(I'), Dy : C/r — Z, D¢(p) := ord,, f, wobeip = 29+ T'.

Bemerkung:

e Dy¢(p) =0 fiir fast alle p € C/p

e wohldef. nach Satz[5.5 (1)
® Dy .4, =Dy +Dy,, d.h. f — Dy ist Gruppenhomomorphismus ©(I') — Div(C/)

o f€O)yi:Ds=0
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5 Elliptische Funktionen

Satz 5.6 Die Sequenz von Gruppenhomomorphismen

1 — O(I)ypiv — O(T) — Din(C/p) — 1
ist exakt.
Bewets: Definiere Dy := (0) d.h

_J 1, fallsp=0
Do (p) = { 0, sonst

und fiir o(x — zp), z0 € C fia:

1, fallsp=2y+1T
.Dg'(**ZO)(p) = (ZO + P) = { 0 (Jstonst ’

Surjektivitit von f — Dy: Sei D € Div(C/1), seien p1,...,p, die Punkte in C/p, mit
vj = D(p;) #0. Sei pj = z; + ' mit geeigneten z; € I'.
Setze f(z) == [[}—y o(z — 2j)", dann

n

Df_ZD *z)ﬂ_ZV] o(x—zj) ZVj(Zj—I-P):D

=1

N\
Kern(f — Dy): ©(I') C Kern(f + Dy): ok. Sei § € O(I'), mit Dg = 0, dann (%) =
(logh)" ist holomorph, Also = const =: a (Liouville I). Also % =az+b, (b geeignet),
0 = exp (a% + bz + c), (c geeignet), d.h. 0 ist trivial. [

Korollar 5.3 o(z + ) = exp(Az + b)o(z), mit A = A(y), B = B(y),y €T fix.

Bewezts:

n

St =Ilot =) = J[ew (A6~ =) + Br) o - 5)"
J=1 j=1

= exp (Az—i—B)Zyj —Aszyj
j=1 j=1

=exp | (Az+ B) Z D(p) — AszD(zj +D) |- f(2)

peC/r J=1

Also f(z+7) = f(z) VzeC, falls },ccp D(p) =0 und > j-1%2D(z+T)=0. =
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5.3 Thetafunktionen

Definition 5.6

P(C/p) := 4 D € Ding(C/p)| > pD(p) =0
peC/p

(=0 in der Gruppe C/p.)
Bemerkung: P(C/) C Divy(C/p) ist Untergruppe.

Beispiel: 5.1 ¢ hat Pole (3. Ordnung) in I', ¢/(2) = —¢/(—2), ¢ ist ungerade (da p
gerade ist) mit I' = w1 Z + w9 Z folgt:

o o(=* unge:m e —¢'(%). Es gilt aber auch, wegen der Periodizitit p'(=*) =
O (=2 +wi) = ¢ (%) = (%) = 0 und analog:

. () =0

o g(215) = 0
w1 + w2

r
7 1)

Dy ==3(0) + (5 +T) + (5 +T) +(

¢(z) =0 < 2z € T\{0}, ¢'(# = 0) in den Punkten aus C/p\ {0} der Ordnung 2, den
primitiven Zweiteilungspunkten (siehe Abbildung . Nach dem vorigen Beweis
gilt:

%)

» O

o0 W1

Abbildung 5.3: Die primitiven Zweiteilungspunkte sind die Punkte wo '(z) = 0 ist.

o(z—G)o(z—%)o(z — %)

Dabei ist C eine triviale Thetafunktion. Die rechte Seite ist sogar € Ell(I"), also C' = const
nach Liouville I.
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5 Elliptische Funktionen
5.4 Bestimmung der Hauptdivisoren
Satz 5.7 (vierter Liouvillescher Satz) Sei f € Ell(T"), f # 0, dann gilt

> pDs(p) =0

peC/p

Bemerkung: Es ist also Dy € P(C/p).

Beweis: Fallunterscheidung:

f hat keine Pole oder Nullstellen auf OF":

f , <f’ >
—(z)zdz = 271 Res, | =(2)z
iF f( ) Residuensatz ; f( )
Nebenrechnung: f = (z — zj)"g(2), g holomorph nahe z;, g(z;) # 0, d.h. n =
ord,, f.
i ' g n q nz;
Sein#0 —(z)z= —(2)z + 2= = (2)z + +n
f() g() e g() —

holomorph bei z;
/
= Res;; ?(z)z = nz;

Weg d //

Weg ¢
Abbildung 5.4: OF wird entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen.

Fiir die folgenden Integrale betrachte die Wege in Abbildung[5.4):

»Summe der Residuen= ) .pord.(f)z =: S,
Nach der Nebenrechnung bleibt zu zeigen S liegt in I'.  Insgesamt also zu zeigen:

f/
I:= —(z)zdz € 2mil’
oF
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5.4 Bestimmung der Hauptdivisoren

Man hat:

/C+w2 ‘]}/(z)z dz = /Cj;(z + wo)(2z + wo)dz, also

/C J;:(z)z dz — / . J},(z)zdz = —wp / J;/(z)zdz (+)  und analog

/dj;/(z)zdz—/derJ;I(z)zdzz—w1/dj;(z)2dz ()

(x) = —wg/f dw (Subst.: w = f(z))

OCw

= —wy - (Umlaufzahl von foc um 0) € 2miZ - wo

(xx) = —wl/f dw (Subst.: w = f(z))

od W

= —w1 - (Umlaufzahl von fod um 0) € 2mwiZ - wq

foc ist ein geschlossener Weg in C*, da f(0) = f(w1),
f od ist ein geschlossener Weg in C*, da f(0) = f(w2)

Insgesamt folgt: I € 2mwil’.

f hat Pole oder Nullstellen auf O0F: Man dndert den Beweis vom ersten Fall in der
gleichen Weise ab, wie beim zweiten Fall des Beweises von Satz[5.5

Satz 5.8 (Hauptsatz der Divisortheorie fiir elliptische Kurven) Die Sequenz von
Gruppenhomomorphismen

1— C* — EUT)" — P(Cfp) — 0
f — Dy

ist exakt.

Beweis: Nach den vorigen Sdtzen ist nur noch die Surjektivitdt zu zeigen: Ist f €
ENIT)*, sind die z;,1 < j <t (die Reprdsentanten der p; mit Dy(p;) = 0), so gewdhlt,
dass

> Dy(z+T)-2 =0, (*)

dann gilt f = const - H§:1 o(z — zj)Pr®i) (im Beweis iiber die Thetafunktion schon
gezeigt: f ist elliptische Funktion, fiir ein D welches (x) erfillt) [

Notation: Ab jetzt P(C/p) := P(C/p)
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5 Elliptische Funktionen

Beispiel: 5.2 D =3(0) + (% +T)+ (£ +T) + (<232 +7T)

w w wi t+w )
ZD(p)p:—3-0+71+F+32+F+ 12 24T =0inC/p
peC/r

mit Représentanten in C :
w1  wy w1t w2
— — 4+ = - r
3 eO + > + 5 5 + 0

Ubung: Man kann stets zj € pj (Aquivalenzklasse) wihlen, so dass
> i1 D(pj)z =0 (inC)
Bemerkung: Fir eine Gegeniiberstellung von C/p und C siehe Tabelle .

| Cir C
Hauptdivisoren P P(C/p) € Divo(C) Divy(C)
Greensche Funktion: g(z) o(z) id D gegeben ~~

£ i=Tlg(z - 2)P@
Tabelle 5.1: Gegeniiberstellung von C/p und C

Definition 5.7
Pico(C/r) == Divo(C/r)/p(Cp)

heifit Picard Gruppe von C/p

Satz 5.9
Pico(C/r) = C/r

Beweis: Die Abbildung Divy(C/r) — C/p, D — ZPE(C/F D(p)p st ein Gruppenho-
momorphismus:

C
o surjektiv: (p) — (0) gy P

e Kern = P(C/) (ersten Homomorphiesatz anwenden)

Notation: Zu p € C/p definiere: (p) € Div(C/1) via:

@={y o

sonst
Ist D € Divg(C/r), sind p1,...,pn die Punkte in C/p mit D(p;) =: vj # 0, dann ist

D=uvi(p1)+...vn(pn)
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5.5 Die algebraische Struktur von Ell(T")

5.5 Die algebraische Struktur von Ell(I")

Definition 5.8 Sei f € EU(T"), f # const, dann heif§t

€z := ordeo (f = f(20))

der Verzweigungsgrad bei zg oder die Vielfachheit mit der f(zy) bei zo angenommen
wird.

Bemerkung: Es gibt nur endlich viele zg € F mit e,,(f) > 1, (denn e, (f) > 1, wenn
f'(20) =0, f" hat aber nur endlich viele Nullstellen als elliptische Funktion).

Satz 5.10 Sei f € EI(T), f # const: Vb € C gilt: Yor)=pez(f) =2 zer ord.f

2EF z Pol von f
Beweis:
Dip= >  ord, fz+T)+ Y e(f)(z+T)
zeF zeF

z Pol von f f(z)=b
und Df_b S Divo(C/F) ]
Definition 5.9

deg(f):=— > ord.f

zeF
zPol von f
heifit Grad von f.

Satz 5.11 Seien f,g € El(T'), f,g # const. Dann existiert ein Polynom P(X) €
C(g)[X] vom Grad n := deg(g), so dass P(0) = 0 (Beweis spiiter)

Bemerkung: C(g) ist der kleinste Korper in El(T) (C Mer(C)), der C und g enthilt
={R(9)| R e C(x)}

Satz 5.12 Fiir g € Ell(I"),g # const, gilt C(g) ~ C(X) = Korper der rationalen
Funktionen in X.

Bewets: Andernfalls gibe es ein Polynom P € C[X] mit P(g) = 0 (andernfalls existiert:
¢ : C[X] — C(g),h — h(g), ist ® injektiv, dann folgt der Satz). Also nimmt g nur
endlich viele Werte an (Nullstellen von P): Widerspruch! (]

Satz 5.13 EIlI(T") ist eine quadratische Kérpererweiterung von C/p. Genauer: ElI(T") =
C(gp, ¢'), der kleinste Korper in Mer(C), der p, o' und C enthilt und es gilt

o' = 403 — 20ap — 28b, (%)

wobei a,b € C, genauer: p = & + az? + bz* + O(29).

22
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5 Elliptische Funktionen

Beweis: C(p, ¢') ist quadratische Erweiterung von C(p):

o C(p, ') 2 C(p), denn ¢ ist ungerade und g ist gerade
e Fs gilt die Differentialgleichung (x):

1
p=—+ az? + bzt + ... (¢ ist holomorph bei 0 mit
z
1 1 )
Wert: g — = = =0 , g ist gerade)

z—v 2%,

~yer Z

7#0

2
© :—f3+2az+4bz3+...
z

4 8a
2 2
/2 = e —16b+ O(z7)

Summanden von (x):

4 12a
403 = — + = +12b + O(2>
o 26+22+ +0(27)

a 2
—20ap = —202—2 + O(z%)
—28b = —28b + O(2?)

= o — (49> — 20ap — 28b) = O(z?). Das ist aber € ElI(T), ferner holomorph bei
0, also auch in ', nach Liouville I konstant und nach der Laurententwicklung = 0.

Klar ist: C(p, ') C El(T). Ungekehrt: Sei f € El(T), f # const, wire f & C(p, ¢'),
so hdtte man folgenden Turm von Kdrpererweiterungen:

Korper: C(p)) C Clp,9') & Clp, ¢, f)
Grad: 2 d>1

d ist endlich nach dem Satz , also wdre

Clp) S Clp.¢,f)
2d>2
Es gibt aber ein f mit C(p, ¢, f) = C(p)(f) (Satz vom primitiven Element), also hat f

den Grad 2d > 2 iiber C(p) im Widerspruch zu Satz|5.11] ]
Beweis: (von Es seiw € C,

weQui= [ (X s)
g(zsgw

(Schon gezeigt: Zg(z):w e.(g) = n.) FEs gilt: die Koeffizienten sind meromorph in w
(Ubungsaufgabe). Also Q. € Mer(C)[X],

C 3 20 = Qy(20), P := Qg € Cg)[X]
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5.6 C/r als algebraische Struktur

e deg P (als Polynom) =n
o P(f)(20) = Quiey(f(20)) =TI :ec  (f(z0) — f(2))*9 = 0 (29 kommt unter

9(2)=g(20)
den z dber die das Produkt lduft vor, somit ist ein Faktor des Produkte =0)

5.6 C/ als algebraische Struktur

5.6.1 Projektive Raume

Definition 5.10
P"(C) := (C™*'\ {0}) /c*

= »Menge aller Untervektorriume der Dimension 1 in C"™1 ohne O«. D.h. die Menge
der Aquivalenzklassen von Vektoren # 0 in C"t, wobei die Aquivalenzrelation erklirt
ist durch: & ~ § <= 3\ € C*:Z = \j (die Gerade durch & und 0, ohne 0 selbst).
P™(C) heifit der n-dimensionale projektive Raum iiber C .

Definition 5.11

(ko a1 : ... xy] = {)\(xo,:clj...,xn)lA € C*, (zg, z1,...,oy) € C"+1}
= C*(zg,x1,...,%,) € P*(C)

heifsen homogene Koordinaten des Vektors (zg,z1,...,Ty).
Bemerkung:
o [zo:my:...ixy| =[2:1:...: 2] etwa falls 1 # 0 (ein z; ist immer # 0, da

x x
der Nullvektor ausgesc;zlossen wurdle)

o C" — P"(C), (xgy...,xn — 1) —[zg:...:Tp_1: 1] ist injektiv

die Punkte der Gestalt [xo : ...: xp—1 : 0] heiffen unendlich ferne Punkte

Man kann die gleiche Konstruktion mit R statt C machen: fiir n = 2 hat man die
projektive Ebene iiber R. Vorstellung: R — P2(R), (x,y) — [z : y : 1] injektiv,
die unendlich fernen Punkte sind [x : y : 0]

Beispiel: 5.3 (»Eine Gleichung projektiv machen«)
K = {(ac, y) € C? |fc2 + y2 = 1} cCC?cC IP’2(C) (bei reellen Punkten: Einheitskreis)
(x,y) — [z :y: 1], Bild:{[ac:y:z]lz;é()}:{[fzg:l} |z750}

z

Figentlich sollte (f)Q + (%)2 =1, d.h. 22 4+ y? = 22 gelten.
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5 Elliptische Funktionen

Abbildung 5.5: Die projektive Ebene iiber R

0
00 Y
a) Die beiden Punkte bei Unendlich b) R? wird auf die Ebene durch z = 1 ab-
werden identifiziert (A = —1). gebildet, die unendlich fernen Punkte liegen

in der Ebene mit z = 0.

Definition 5.12 K = Projektiver Abschluff von K. K := {[z : y : 2] € P*(C) | 22 + % = 2%}

K= K U{[1:i:0],[1:—i:0]}

z#0 z=0, szehe Nebenrechnung

Nebenrechnung: z = 0= 22 +4?> =0, [z:y:0], aber es sind x,y nicht beide ebenfalls
gleich 0 (da der Nullvektor von Anfang an ausgenommen wurde).

Sei x # 0: also 1+ (%)2 =0.
Beispiel: 5.4 Es gibt eine Bijektion zwischen P!(C) und C:

{Z y#0

g:P(C) =Tyl v V70

Insbesondere ist 0o ~ [1: 0] und z =~ [z : 1].

Erinnerung: C/1 2 z — (p(2),9'(2)) C {(z:,y)lgﬂ = 4% — 20az — 28b}. Mit A :=
—20a, B := —28b wird daraus

{(z,y) | y? = 423 + Az + B}
Definition 5.13 Definiere E(= Er) == {[z : y : z] € P}(C) | 2y? = 42® + Azz? + Bz%}
Bemerkung: E={[z:y:1]|y? =423+ Az + B} U {[0:1: 0]}
Bezeichnung: Firp € C/p, f € El(T), setze f(p) = f(2), wobei z € p (d.h. p = z+T).

Satz 5.14 Die Abbildung

'(p):1] p#0

o:Cr— E, pr—>{[(p) 0

o' (p
[0:1:0] p
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5.6 C/r als algebraische Struktur

ist wohldefiniert und bijektiv. (Die Abbildung ist sogar ein Homéomorphismus, falls man
C/r mit der Quotiententopologie und E mit der Spurtopologie der Quotiententopologie
auf dem P?(C) versieht.)

Bemerkung: Sei z € C\ T : dann ist [p(2), ¢ (z) : 1] #'(2)#0 [g,((zz)) :1: p,%z)], bei
z=0:[0:1:0]
Beweis:

injektiv: Sei ®(p) = ®(q), sei z € p,w € q. O.B.d.A. p,q # 0, also [p(z) : ¢(2) :

1] = [p(w) : ¢'(w) : 1], d-h. p(2) = p(w),'(2) = ¢'(w). Es gilt (p(z) = p(w),degp =
2, p ist gerade, jeder Wert wird von o 2-mal angenommen) = z = +w mod T.

Sei 2 = —w mod T', dann folgt ¢'(2) = ¢'(—w) —p'(w) = —¢/(2). Es folgt
entweder ©'(z) # 0, dann ist z = w mod ' ,d.h. p = q, oder ¢'(z) = 0, dann ist

— w1 w2 wi1+twsa
5

p' ungerade

z =%, %2 oder

surjektiv: Sei [x:y:z] € E: 0.B.dA. seiz=1 (z=0:[zx:y:z]=®(0)). Es gilt also
y? = 423 + Az + B. Es gibt ein z € C/p mit x = p(z) (nach einem fritheren Satz). Dann
18t
0 (2)2 =4p(2)° + Ap(2) + B=423 + Az + B =9
Also ist ' (z) = ty.
Ist ' (z) = +y: ok; andernfalls betrachte —z statt z, dann gilt x = p(—z),y = ¢'(—2) =
gerade ungerade

Bemerkung:

e es wurde schon gezeigt:

o(z— oz — L)o(z + LF2)

/(o) — 2
o (2) o(2)?
o ferner:
 olw) = o(z —w)o(z + w)
p(z) — p(w) ()3

es gibt 2 Pole und 2 Nullstellen:

Dyy—pw) = =2(0) + (w+T')(w —T)

Damit: ® : 2+ T +——[p(2) : ¢/(2) : 1] fir z¢ T

=[o(z —w)o(z +w)o(z) : o(z — ﬂ)a(z — g)a(z i w1 + w2

> - ~2) 1 0(2)")

(dabei gilt fir w: p(w) = 0)
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5 Elliptische Funktionen

fiir z € T macht dies auch Sinn, dann gilt:

w1 + w2
2

w1 w2

0: (- 2)a(-

>

Jo(

):0]=[0:1:0]

Definition 5.14 FEine Teilmenge der Gestalt

Glapy = {lr:y: 2] |ax + By +v2 =0, (e, B,7) € C*\ {0} geeignet}

heifit Gerade in P?(C)

Bemerkung: G5, = G gy <= (a,B,7) = c(d,,9'), fir ein c € C*. Also
hiingt G4 ) von der Klasse von (a, 3,7) in P*(C) ab.

Dualitatsprinzip:

Z.B.: Je zwei verschiedene Geraden bestimmen genau einen Punkt.
Je zwei verschiedene Punkte bestimmen genau eine Gerade.

Satz 5.15 Sei g € P?(C) eine Gerade, dann schneiden sich g und Er in genau 3 Punkten
(mit Vielfachheiten gezéhlt).

Beweis: Sei ' homogenes Polynom (d.h. alle Monome haben den gleichen Grad)
vom Grad d in 8 Variablen x,y,z . Sei g :== {[:r ty 2] |0z:17—|—ﬁy+fyz :O},[a :B:9] €
P2(C). Gesucht sind Losungen von

F(z,y,2) =0
(+) ar+ By +v2z=0

Wihle T € GL(3,C) mit
x
(@BNT |y | ==
z
D.h. (a, 8,7)T = (0,0,1), wihle T = (s1,s2,s3) mit (e, 3,7)s; = 0 fiiri = 1,2 (s1, 92
sind dann orthogonales Komplement zu («, 3,7), insbesondere seien s1,s2 linear unab-
héingig) und (a, 5,7)s3 = 1.

Wir suchen daher Lésungen des Transformierten Gleichungssystems

xr
F(z,y,2):=F(T [y ])=0
(+%) N
(., 8T |y ]| =2=0
L z
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5.6 C/r als algebraische Struktur

(Zwischen den Léisungen von (x) und (xx) besteht eine 1: 1 Beziehung via

/

x X
[r:y:z]—[2' 1y 2 wobei [y, | =T | v,
ZI z

Lésungen von (xx) sind alle [x : y : 0] mit
(k%) G(z,y) = F(z,y,0) =0

G ist homogenes Polynom vom Grad d.)

Es gibt Zahlen a;,b; € C,j =1,...,d, so dass G(z,y) = H?zl(bjm — a;y).

k
(Gla,y) = y'G(2,1), denn G = Y by und y1G(2,1) =y 32+ (2)
= y?const H;l:l% — p;) (p;j seien Nullstellen von G(u,1) € Clu]) )
Losungen von (xx x): [a; : b; : 0], =1,...,d ]

Bemerkung: {[z:y: 2] | F(x,y,2) = 0} heipt »Kurve vom Grad d in P?(C)«. Man
kann zeigen: Die Anzahl der Schnittpunkte zweier Kurven vom Grad d und e (mit Viel-
fachheiten gezihlt) ist gleich e - d.

Vorbemerkung: Seip € C/p: ®(—p) = [p(—p) : ¢'(—p) : 1] = [p(p) : —¢'(p) : 1], wegen
z=1=F = {y2 =42 + Az + B} und y? symmetrisch zur x-Achse.

‘PW}f)\a{@ '

0)
P(er) | ®(e

Abbildung 5.6: Addition auf elliptischen Kurven
Fiir die Punkte ®(e1), ®(e2), ®(e3) auf der x-Achse gilt:
{61762763} = {% +F7% +F7 quwz +F}
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5 Elliptische Funktionen

Satz 5.16 Seien u,v,w € C/, u + v+ w = 0, dann sind ®(u), ®(v), ®(w) € P?(C)
kolinear (d.h. sie liegen auf ein und derselben Gerade in P?(C)) (siche Abbildung |5.6]).

Beweis: Seien 0.B.d.A. u,v,w # 0 sonst ist die Aussage klar, denn etwa fir w =0 gilt
v = —u und dann liegen ®(—u) und ®(0) auf der Geraden {[z : y : 2] |z — p(u) = 0}.

Fall: u# v ( der Fallu = v zur Ubung):
Sei [a: (: 7] die Koordinate der Geraden durch ®(u) und ®(v)

(Schreibe ®(u) = [x : y : 2], ®(v) = [/, ¢, 2], wegen u # v und ® injektiv gilt: ®(u) #
®(v), daher sind (x,y, z), (z',y, 2") linear unabhdingig. Also existiert genau ein (o, 3,7)
(bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) mit:

)

Betrachte f = ap + B¢’ +~v € EI(T). Wir nehmen 3 # 0 an: dann ist Dy = —3(0) +
(u)+ (v) 4+ (w). Nach Wahl von 6,3, gilt:

(v, B) (g&%) fiir € = u,v

Also ®(w) = [p(u) : ' (u) : 1] € »der durch [« : 3 : 7] bestimmten Geraden ]

Bemerkung:

o Sindu,w € C/p,ut+u+w = 2u+w = 0, dann liegen ®(u), ®(w) auf der Tangenten
an die Kurve Ep in ®(u).

e Der Punkt [0:1:0] ist ein Dreifachpunkt von Ep

(Tangente: Sei die Kurve in C? gegeben durch F(X,Y) =0,F € C[X,Y], F(Xo, Yy) =0,
dann ist die Tangente an Xo, Yy gegeben durch

Fy(Xo, Y0)(X — Xo) + Fy(Xo, Yo)(Y —Y¥p) =0

)

Satz 5.17 (Additionstheorem) Seien u,v, w € C\I' paarweise verschieden und v + v +w = 0,

dann gilt 2
1 (d) )
p(u) +p(v) + @9,—4(Mm—mm>
=—p(utv)
=p(utv)

(Also p(u + v) = algebraischer Ausdruck in p(u), p(v), P'(u), p'(v).)
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5.6 C/r als algebraische Struktur

Beweis: Seien u =u+T,0 =v+T,w=w+T die Restklassen. ®(u), ®(v), P(w) liegen
auf einer Geraden durch ®(u), ®(v):

RGO P
y= S (@ () + )
Dann hat y? — (42° + Az + B) =
(m(z — p(w) + ¢'(w)* — (42® + Az + B) = 0 (+)

drei Nullstellen p(u), p(v), p(w), man kann (x) also schreiben als

(z = p(a)(x — p(v))(z = p(w)) =0 ()

2

Durch Vergleich der Koeffizienten von x* in (%) und (xx) findet man:

1
o) + 9(0) + p() = g1

aus (k)

Bemerkung: u,v,w € C\ T paarweise verschieden u+ v+ w = 0, dann gilt

1 1 1
p(u) p(v) pw)| =0,
p'(u) ¢'(v) p'(w)

da ©(u) = [p(u) : o'(u) : 1], @(v) = [p(v) : ¢'(v) : 1], ®(w) = [p(w) : ¢'(w) : 1] auf einer
Geraden liegen, deswegen sind die Vektoren linear abhingig und die Determinante ist 0.
Diskriminante eines Polynoms

Fiir ein quadratisches Polynom f(x) = x® + px + q ist die Diskriminante A := p* — 4q.
Sind 1,02 Nullstellen von f so gilt auch f(x) = (x — d1)(z — d2), dann ldsst sich A

schreiben als: (61 + 82)2, 612 = —@'

Fiir ein kubisches Polynom f(z) = (x—a1)(x —a2)(x —a3), bzw. f(x) = 23 +ca’+ax+b
ist A= T ;(ai — a;)?. Nach einem Satz gilt fir c =0: A = —(4a3 + 27b%).

A misst den Abstand der verschiedenen Nullstellen, sind zwei Nullstellen gleich, so ist

A=0.
Erinnerung: ¢'*> = 49> + Ap + B

Satz 5.18 Die Diskriminante von 3 + fx + % (A = —%(A3 +27B?) ) ist # 0.

Beweis: Zu zeigen: die Nullstellen von x3+ Ax+ B sind paarweise verschieden, Nullstel-

len sind p(u) mit ¢'(u) = 0, d.h. p(5), p(4), p(“522), (also p(p) wobei p € C/p,p #
0,2p = 0). Diese sind paarweise verschieden, sonst folgt: p(z) = p(z') <= 2z = 2/
mod TI'. (]
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5 Elliptische Funktionen

Bemerkung:

o 0(%)+ (%) +(252) = 0
o A=Tligjlei= e woer = p(%),ea = o), €0 = p(=252)

o A # 0 ist dquivalent dazu, dass die Kurve Er keine singuldren Punkte (im Sinne
der algebraische Geometrie) besitzt.

5.7 C/r als Riemannsche Flache

Definition 5.15 (allgemeine Riemannsche Fliche) X heifit Riemannsche Fli-
che, falls gilt:

1. X st zusammenhdngender topologischer Raum
2. Es existiert eine Familie von Karten A := {(t;,U;)};c;
(Karte: U C Xoffen,t; : U  — offene Teilmengen von C ), so dass

homdomorph

a) X = UieIUi
b) Ist U; N U; #+ 0, so ist t; Otj_l :tj(Ui N Uj) — t;(U; ﬂUj)

Beispiel: 5.5 Beispiele fiir Riemannsche Flichen:

e U C C offen ist Riemannsche Fliche, X = U, A = {(id,U)}
e C=CuU/{c0},
to:C\{oo} =C—>C
too : C\ {0} — C
1

ZH —
z

e X : C/r ist topologischer Raum, via »Quotiententopologie« (d.h. U C C/p heifit
offen <= II"1(U) ist offen, dabei ist II die kanonische Projektion IT : C —

Chr,z—z+T.
Sei d := min {|w| |w € T,w # 0}, A := {(t2.,Us)}, 20 € C, wobei t,, = I} ist,
mit

d
I, : {zE(C| |z — 20} <} — II(Vy)
2 Y

Usg
Ve

I1(V,) ist offen, II ist surjektiv, ebenfalls injektiv, da d entsprechend gewihlt wurde
(siche Abbildung[5.7). )
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5.7 C/r als Riemannsche Fléiche

%f—
-
t

Abbildung 5.7: Quotienten Abbildung 5.8: Holomorphiebegriff auf Rie-
Topologie mannschen Flachen

e C/p ist kompakte Riemannsche Fliche, da: C/p = II(F) , F' kompakt ist und II
stetig ist.

Definition 5.16 Seien X,Y Riemannsche Flichen und f : X — Y sei stetig.

. (siehe@) f heifst holomorph, falls fir alle Karten (s,V) von'Y und (t,U) von
X qilt:

sofot! (jeweils eingeschrdnkt auf die Definitionsbereiche)

ist holomorph.

e X,Y heifien isomorph (bzw. biholomorph Aquivalent ), falls eine biholomor-
phe Abbildung f : X — Y existiert (d.h. eine holomorphe und bijektive Abbildung
X —Y, deren Umkehrung auch holomorph ist).

o Mer(X) := {f X — @lfholomorph}
Bemerkung: Mer(X) ist ein Korper

Satz 5.19 Eine Abbildung f : C/p — C ist holomorph, genau dann wenn f o II :
C — C holomorph ist. Insbesondere definiert die Abbildung f — f oIl einen Korperi-
somorphismus Mer(C/p) — EIlI(T") (sieche Abbildung .

(Der Beweis ldsst sich aus den Definitionen folgern.)

Satz 5.20 Seien I’y A C C Gitter. Dann sind C/p und C/A biholomorph &quivalent,
falls A = uI’ mit geeignetem p € C*

Bewezts:

=: etwas tieferliegend, deswegen hier nicht gezeigt
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5 Elliptische Funktionen

z+T C/p

Abbildung 5.9: f — f oIl ist ein Korperisomorphismus

< a:Cp—C/a, 2+ T +— p(z+T) = pz+ A ist wohldefiniert und biholomorph.
"

Satz 5.21 El(T") und Ell(A) sind isomorph als Kérper, genau dann wenn A = pI" mit
geeigneten p € C*

Bewezs:

=: wie eben zu tiefliegend, um es hier zu beweisen

<: o : Ell(A) — EU(T), f — f o« ist ein Isomorphismus von Kérpern

5.8 Variation der Gitters

Definition 5.17 Die GitterI'y A C C heiffen dhnlich (in Zeichen A ~T'), falls A = uT’
mit geeignetem p € C*

Bemerkung: ~ ist eine Aquivalenzrelation
Satz 5.22 Fir 7 € h(={r € C |37 > 0}) sei
L. :=72r+7Z-1
Die Abbildung
L:h — {I'|TCC,I'Gitter} /o, 7 — {puL, | p € C*}

ist surjektiv.

Es gilt £(7) = L(7'), genau dann wenn es ein A € SL(2,Z) gibt mit
;o _ar+b o la b
T=AT <_CT—|—d’A_[c d])
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5.8 Variation der Gitters

Insbesondere induziert £ eine Bijektion

SL(2,2)\ =, Gitter in C/.,
Orbits

Bemerkung: Man kann zeigen:

e Jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 0 ist isomorph zu C

o Jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 1 ist isomorph zu einem C/p
(schwierig). Daher definiert die Abbildung T — Aquivalenzklassen von C/[,(T)

eine Bijektion

SL(Q,Z)\b = (kompakte Riemannsche Flichen vom Geschlecht 1)/ Biholomorphie

Beweis: L ist surjektiv: Sei I' = Zwy + Zwy. Dann ist I' ~ ZZ +Z -1 (= w%l“) =
Z(—£L) + Z- 1, aber S(ZL) oder S(—£L) >0, d-h. '~ Loy bzw. I'~ L_w1 .

w2 w2

Sei L ~ Lypr, d.hZT +7Z = w(Zt +Z),u € C*. Es folgt

/
[Z fl} @ B (M; > it [i Z] € SL(2,Z) oder € —12SL(2,Z)

Es folgt 7' = L7 = 9tb — Az wegen ST/ > 0 und ST = (ad—bo)5r folgt ad — be > 0,

12 cT+d |C‘I‘+d|2 )
d.h. A€ SL(2,7).
Die Schliisse sind umkehrbar und zeigen daher auch ,<=*. u

Definition 5.18
= 7 7
o(7,2) = p(z,Z7 +7)
L,

A(7), B(T) die Koeffizienten, so dass

2
(9(r2)) = 0(r 2+ Aplr.) + B

a b

Satz 5.23 Fiir G = [c d] € SL(2,Z) gilt:

Yer +d) 7% = p(1, 2)

p(GT, cr+d
A(GT)(er +d)™* = A(7)

B(G7)(er +d)~% = B(7)
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5 Elliptische Funktionen

Beweis: Zur Erinnerung: L o(r,2) = 4p(t, 2)> + A(1)p(7, 2) + B(T)

z 1 1
p(GT cr4d)? = Z + )
e P (Cﬁd) P =P 7
v#0
1 1 1
= -+ -
2P (cwrar o)
_ 1 1 1
mit 0 := (e + d)y folgt: ) + Z <(z—5)2 - 52) (%)

0€Z(aT+b)+Z(cT+d)

FEine Basis von (x) ist:

a bl (T , T\ . . a b
L d} <1) , also ist auch <1> eine Basis, da L d] € SL(2,Z)

= () = p(7, 2)

Laurententwicklung von o um z = 0:

1
p(1,2) = — + A A(T)22 + B(1)2* + ..., ¢1,¢ = const, unabhingig von z, T
z
z

= d)~?

(G, e +)
1 1 22 24

= + 1 AGT)———5 + B(GT)———— + ...

(et +d)? <(wid)2 1Al )(CT+d)2 2B( )(CT+d)4 )
Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung fir A(Gt) und B(GT). m

Bemerkung: In dem Gitter Zt + Z1 hat @ die Pem’ode 1, die typische Funktion mit
Periode 1 ist e*™*=¢, Fir G := [} 1] gilt Gr =7+ 1 = z. Nach obigem Satz hat

’ c7'+d
also @ auch die Periode 1 bzgl. 7. Sei q := €2™'".
Satz 5.24
L o(r,2) = > . 1-12)
(2 1)2 = (qn/2<1/2 n/QC 1/2) = qn/2 n/2

n#0
Es gilt die Konvention £'/2 = €272/2 fiir £ = (, q.

Beweis: Sei T fix, die Reihe konvergiert gleichmdf$ig absolut auf kompakten Teilmengen
von C\ (Zt +Z) (ohne Beweis). Die Reihe stellt eine in C\T' holomorphe Funktion dar
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5.8 Variation der Gitters

(sei ©(z) die rechte Seite). Singularititen:

1 S

z :(qn/QCI/Q _ q—n/2<'—1/2)2 - (qnc _ 1)2
Singularitit falls: ¢"¢ =1

< 2mitn + 2miz € 2mMil <— z € —nT+ 7

Hauptteil von o bei 0:

1 1
(CY/2 = ¢=1/2)2  4(sinh?(miz))
- B et —e T B 3 2P (1 2 2t
(sin (x>_T x+§+§+ (+§+a+ ))
1 1

T (2mi)222(1+ 0(22)) | (2mi)222

Also ist ﬁp(ﬂ 2) —@(z) holomorph bei 0, also holomorph in allen v € Zy+7 (doppelt

periodisch), also nach Liouville I konstant. Der Wert ist 0, da (T, z) das Konstantglied
gleich 0 hat in der Laurententwicklung um 0, ebenso fiir ¢(z).

Konstantglied von (z) = Konstantglied von:

(C1/2 ¢-1/2)2 + Z (q"/2 — —n/2) +

neL n;éO

12 =12 Z (¢ — —n/2)
neZn;éO

Y- =0 (sieche unten)

2
1 1
Konstantglied von () +

Korollar 5.4 Fiir |¢| < min(|¢],|¢]™") gilt:

1 - _
i) o(1,2) = €1/2 = + z:l Z|: d(¢d+ ¢
n= d|n
+12 (1 —24)° Jl(n)> q"
n=1

Dabei ist o1(n) =34, d
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5 Elliptische Funktionen

Bewezs:
1 a d 1 oo
(at/2 —a=1/2)2  (a—1)2 |a\g§1da 1—a ; @
Damit Z 1 —9 i 1
= (qn/2 —q n/2)2 — (qn/2 _ q*n/2)2
n#0
S22 2 ke =2) d )k
o=tk =1 nk=l
=o1(1)
DU EERNI S
nEZ,n#£0 (qn/ch/Q — q*”/QC*1/2)2 o — ( n/2<1/2 n/2C71/2)2
> 1

+ Z (q—"/2¢1/2 — qn/2¢—1/2)2

(a=4q"C, la] <1,|¢"C] <1, weil |g¢| <1, weil |q| < ‘Cil‘ und
"¢t _1‘ <1, weil |g| < ‘C_l} ist.)

a=4q

o0 o
SIS W W
n=1k=1 n=1
oo
—20) S WD
=1 k|l =1 k[l
Definition 5.19 Die Zahlen B, aus der Taylorentwicklung von

Z n” |z| < 2w,z e C

_1_

heiffen Bernoulli Zahlen.
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5.8 Variation der Gitters

Bemerkung:

e Bestimmung der B,:

kl1]2] 46| 8 |10]
AR
e By =0 fiir ungerades k > 3
Beweis:
o 1_ B,
Betrachte: ex_l—l—zx—g&%n! x" (*)
1 _
linke Seite = T 2$(e$ D = Lo(e? +1)
et —1 2 er—1

Der letzte Bruch ist aber invariant unter x — —x, ist also eine gerade Funktion;
deswegen verschwinden die ungeraden Potenzen auf der rechten Seite von (x). m

Lemma 5.3

coth 1 . B
2 _ 1 2k 2k—1
> Tz ; 2m)”

Bewezts:

1e%/2 4 g=2/2 1 1
2l —c 2 113
(%) Z B, .1
= — =z
]
v n!

linke Seite =

Dann folgt die Behauptung aus Definition [5.19 n
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5 Elliptische Funktionen

Lemma 5.4

1 1 1 B
(41/2 _ 671/2)2 = (27i)2 <z2 - Z (22§!(2k — 1)(27”)219 2k— 2>

Dabei ist ¢ = e?™z.

Bewesis:

-1

1 B 1 11 sinh?(z/2) — cosh?(z/2)
(en/2 —e=2/2)2 "~ 4ginh?(x/2) 2 2 sinh?(z/2)
i _ i . Bag . 2k—2
- coth(2) .~ > (%)!(% 1)a

Dann folgt die Behauptung mit x = 2miz.

Definition 5.20

=y d
din
Eoy; =1—7ZU21€ 1(

1
¢(s) := Z 5 Riemannsche (-Funktion

n=1
Bemerkung:

o By, # 0 (siehe unten)

e Die Reihe Fyy, ist absolut konvergent: |q| < 1 und oop_q < n?*
o By =1—-24%""> 01(n)g"
Satz 5.25

1 (o9}
Es gilt p(1,2) = o) + 22 (2k — 1)C(2k) Eqp (1) 22+ 2
k=2

Ferner gilt

1
Eoy(r) = ( Z (CTer)gk>

e (£[31))\SLCD)

dabei ist G = [ ;] und die Formel gilt fiir Fof mit k& > 2.
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5.8 Variation der Gitters

Beweis: Zweimal Laurententwicklung von @ um 0, dann Vergleich der Koeffizienten:

1 1 1
p(r2)==+ > ——5— =
= Nezrz (z=7)? 7
770

Der (2k — 2)-te Koeffizient der Laurententwicklung um z = 0 ist:

2k — 1)! 1 1 . 1
G I MIE SRR Vs L) DD D

" NEZTHT m,ne”Z d=1 mnez
7750 (m»n)#(ovo) ggT(mvn)zl
1
= (2k—1)¢(2k)2 >

et + d)?%Fk
qdeZ,ggT(c,d):l,( +d)

c>0N(c=0=>d=1)

1
Betrachte —_—
Z (CT + d)Zk
c,d€Z,ggT(c,d)=1,
c>0A(c=0=d=1)

. 11 a b a v
swoe (s ) o ¥ -6l Y
fiir: [Z Z] € SL(2,Z) mit ggT(c,d) =1

) 1 =* a bl a+*c b+ xd
NR..i[O 1Hc d}_i[ e bt ]

Andererseits: ist der (2k—2)-te Koeffizient der Laurententwicklung von der rechten Seiten
von:

1 — ; d —d\.n i
(27i)? p(r,2) = (C1/2 — (—1/2)2 -I-;d({ +¢ % +12E2
%/_/ n
! I
um z = 0:
o2k Bk .
(2mi) (2k)! Teil I nach Lemma
1 o0
2 N2k - 9 2k—1 n
+ (2mi) (2]{:_2)!7121 ;d q
B
— (27 2k P2k ok — 1 E
(@mi)™ iy (2 — Vi (7)
it = 1
Fazzt. EZk‘(T) - ZGE( <:|: [é H>\SL(27Z)) (CT+d)2k u
Korollar 5.5 ( )%
1 (2ms
C(2k) = =3 (2k)! Bax
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5 Elliptische Funktionen

Beispiel: 5.6 Die Berechnung von ( erfolgt mittels des Korollars:

2

.« @)=
° ()=
Bemerkung:

e ((2k + 1) ist bisher unbekannt

o (p(1,2))? = 4p(1, 2)3—20ap(r, 2)—28b = 4(p(T, Z)/)3—7T4%E4(T)p(7', 2)
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6 Modulformen

6.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Definition 6.1

Modulgruppe: I' := SL(2,Z) = {[24] € SL(2,Z) | ad — bc = 1}
obere Halbebene: by := {z eC | Sz > O}

Operationen von I' auf h: zu A = [‘; 2] el und z € b sei Az = Zjifl Es ist

o loz =2z (sogar £13z = z)

o A(Bz) = (AB)z

Spezielle Elemente von I
o S:=[0], Sz ==L (Spiegelung)

o T:=[}1], Tz = =L (Translation)
Sz

W7 beachte ad —cb =1 (%)
cz

Nach Beispiel [3.§ gilt: S(Az) =

Moduldreieck: Fundamentalbereich von b bzgl. T' (siehe Abbildung

Bemerkung: S22 =_1, (wobei 1o die 2x2 Einheitsmatriz bezeichnet), St =1,
ST=[951], (ST? = [ 3], (57 = [ %] = -1, (ST = 1,
(S) =4, |(ST)| =6, Si==L=i,(ST)p=np.

Satz 6.1 Fiir ein z € F existiert ein A € I' mit Az € F, dann ist Az = z. Es gilt
<:H12>a zF i, p
I (={AeT|Az=z})={ (9), z=1
<ST>7 Z2=p

(T ist der Stabilisator von z)
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6 Modulformen

2mi/3 .

—1+v3i _
D) =€

—_

Abbildung 6.1: Fundamentalbereich von §.
7 gehort zu F, —% gehort nicht zu F.

Beweis: Sei A = [g g] el Az e F.

O.B.d.A. S(Az) > 3(2) (sonst ersetze z durch Az und A durch A=1). Dann gilt |cz + d| <
1 (aus (x)). Wegen ¢ € Z und

2
3 3
- (f) = (4) <92 =Sz +d)? < ez +d? <1

deR=3d=0

(links steht der kleinste Wert, den c*3z? annehmen kann, fiir z = p). Es folgt 02% <1
mit ¢ € Z ist dann |c| < 1:

Fall c=0: dann A=+ [}%] , Az =2+b=b=0wegenb € Z,z = Az =2+be F
und wegen —1 < R(z), R(z +b) < L folgt b=0,A = £1,

Fall c = —1: ersetze A durch —A und gehe zum ndchsten Fall

Fall c =1: dann |z +d| < 1, daher (mit z =z + iy)

IN
—_

(x+d)?<|z+d?<1,dh |d—|z| <|z+d|
e
(R(=+d))?
d.h. |d| <1+ |z| <3, da|z] = |R(z)| und —5 < R(2) <
Also d=0,+1, und A= [{,4,].

Sl

Unterfall: z = p: Fallunterscheidung fir d:

Unter-Unterfall d = 0: dann: det A=1=b=—1 und Ap=a — %. Es folgt

a==+1 (sonsta—%g&’F}.éA: [Pt = (ST)?

Unter-Unterfall d = +1: dann A = [{°7"] (sonst detA # 1) und dann

Ap=tel — o~ L —atp, daher A=[9 7] = ST

72



6.2 Modulformen

Unter-Unterfall d = —1: Unmdglich, da R(p — 1) = —%, also
——
cz+d
lcz+d| >3 > 1.

Unterfall z # p: dann 2 + (z + d)? Zip |z +d)* <1, daher |d| — |z < |z +d| < 1

dh.|d <i+]z|<1alsod=0. A= [$],]z| =|cz+d| <1, also |z| = 1.
Az=a—1eF (mit|z| =1) impliziert a =0,z =i = A=5.

Korollar 6.1 Esist z € h Fixpunkt von I" (d.h. ", # {£12}), genau dann wenn z = Ai
oder z = Ap, fiir ein A € T ist.

Satz 6.2 SL(2,Z) wird von S und T erzeugt.

Beweis: G := (S;T) CT.
(xx) Ist z € b, dann existiert ein B € G mit Bz € F.

Wihle zo € F fiz. Sei A € T, dann existiert B € G mit BAzy € F (nach (xx)). Dann
folgt (voriger Satz) BAzy = 2y, daher BA € T,; C G daher A € B~'G = G.

(zu (+x): Sei A € G mit S(Az) = mazimal. Wihle n € Z mit —3 < R(Az+n) < 3
A
T Az
oder ST"Az € F. Dann T"Az € F: wdre |T"Az| < 1, so S(ST"Az) = SIA)
~~ |Az|
eG
(T Az) = S(Az) im Widerspruch zur Mazimalitit von S(Az). Also T"A(z) € F oder
T" Az €vdem gestrichelten Halbbogen in Abbildung [0.1l«, der nicht zu F gehort. Dann
ist aber ST™Az € »dem Teil der Bogens, der zu F' gehort «.) =

6.2 Modulformen

Definition 6.2 Sei k € Z: Eine schwache Modulform vom Gewicht &k (aufI') ist
eine in b meromorphe Funktion f, so dass

f(Az)(cz+d)_k =f(z) VAeT (A= [‘ZZ])

Bemerkung: Statt I' betrachtet man oft auch andere Untergruppen, z.B:
To(l) == {[Z Z] € SL(2,7) |byc}

Satz 6.3 Sei f meromorph in . Dann ist f schwache Modulform vom Gewicht k, genau

dann wenn gilt:
1(-3) =1

flz+1)=f(z)
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6 Modulformen

Beweis: Der Beweis folgt aus T' = (S,T) und dem folgenden Lemma. n
Lemma 6.1 Sei k € Z. Dann wird durch

(fleA) == f(A2)(cz +d)~"

eine Rechts-Operation von I' auf Mer(h) erklart (d.h. (flxl2) = f, ((f|x4) |xB) @

(fI£(AB)) )

Beweis: Beweis von (+): (+) ist dquivalent zu (cz +d) (dz+d) ="z +d", mit A =
[‘é Z] ,B = [a/ b,] ,C = [a" b”] (die Gleichung folgt durch Nachrechnen) [

C/ d/ CN d//

Satz 6.4 Es gibt keine nichttrivialen schwachen Modulformen von ungeradem Gewicht.

Beweis: Sei f vom Gewicht k auf ', dann gilt

F(=122)(-1)7" = f(2),
—
=/(2)

also k ungerade, so ist f =0 . [

Bemerkung: Die schwachen Modulformen vom Gewicht k bilden einen Vektorraum tiber

C.

Bemerkung: Die Funktionalgleichung einer schwachen Modulform von geradem Ge-
wicht k kann man auch folgendermaflen interpretieren:

A% f(2)(d2)F = f(Az)(dAz)"?

,  az+b. alcz+d)—claz+b) 1
( mit dAz = d(cz—i-d) B (cz +d)? B (cz+d)2dz>
1
= f(Az)mdz = f(z)dz

Dabei induziert A einen Operator A* auf Differentialformen.

Satz 6.5 Sei f eine schwache Modulform vom Gewicht k£ auf I'. Dann existiert eine in
D \ {0} meromorphe Funktion g, so dass f(z) = g(e*™%*) ist.

Beweis: Mit q := 2™ st

9(q) = f (;m log q>

mit irgendeinem Zweig des Logarithmus in einer Umgebung von q, g ist wohldefiniert,

denn f(z+n) = f(2)Vn € Z. n

Definition 6.3 Fine schwache Modulform vom Gewicht k heifit meromorph, falls g
meromorph auf D (d. h. zusdtzlich meromorph bei 0) ist.
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6.2 Modulformen

Satz 6.6 Ist f meromorphe Modulform vom Gewicht k auf I', dann besitzt f eine Ent-
wicklung der Gestalt

fz)= ) ap(n)e’
n=—N
Diese Reihe ist absolut konvergent.
Beweis: Die Entwicklung ist die Laurententwicklung von g bei 0. m

Bemerkung: Ist f meromorphe Modulform vom Gewicht k, dann hat f nur endlich
viele Pole in F', dem Moduldreieck.

Definition 6.4 Eine meromorphe Modulform heifit holomorph bei ioco, falls af(n) =
0vn < 0.

Definition 6.5 Finige wichtige Definitionen:

1. My(T') = die Menge aller holomorphen Modulformen vom Gewicht k auf T, die
auch bei ico holomorph sind

ol i i) flaz)(cz +d)F = f(2)VA € SL(2,7)
=<qf:h oz (Cl it) f besitzt eine absolut konvergente Entwicklung der Gestalt

f(2) = Xzo ar(n)e?™®

Sk(T) = {f € M(T) | as(0) = 0}

die Menge der Spitzenformen vom Gewicht k auf T
3. K(I') = Menge aller meromorphen Modulformen vom Gewicht 0

i) f(Az)=f(z)VA € SL(2,2Z)
= < f meromorph aufhl ii) f besitzt eine absolut konvergente Entwicklung der Gestalt
f(z) = ZnZ—N af(”)‘327mLZ

Die Elemente von K(T') heiffen Modulfunktionen auf T’
Bemerkung:

o My(T), Sk(I') sind Vektorrdume tiber C , Si(T') ist ein Untervektorraum von My(T")
o K(I') ist sogar ein Korper

o (f,9)— f-g definiert Abbildungen My(T') x My(T") — My i(T")
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6 Modulformen

Beispiel: 6.1 Einige Beispiele fiir Modulformen:

1.

Ak o
Egk =1—-— ZO’Qk,l(qun S Mgk(r) fiir k& > 2

Es ist Eor(z) = ZAE( <iT>\SL(2,Z)) I2|x A hieraus erkennt man die Transformati-

onsformel.
Speziell:

o I, =1+ 240 Zzozl Ug(n)q” € M4(F)
o Fg=1-504% ", 05(n)¢" € Mg(T)

3 2
2. A= B2E — g4 O(g) € S1a(T)

3. j =2 — 14 7441 O(g) € K(T)

Bemerkung:
o Ey(p) =0, p=e>™/3,T,=(ST)
Eu(p) = Ea(STp)(p+1)"* = Ea(p) ¢ >™/% = Eu(p) = 0
#1
e Fs(i) =0
Es(i) = Eg(Si)(1) ™% = Eg(i)i? = Eg(i) = 0

o f(p)=0, falls f € My, und k =2,4,8,10 mod 12

o f(i)=0, falls f € My und k =2,6,10 mod 12

6.3 Die Valenzformel

Satz 6.7 (Valenzformel) Sei f # 0 eine meromorphe Modulform vom Gewicht & auf
I'. Dann gilt:

k
Zord f—i— ord f+ ord f—l—ordwof——2
zeF
Z?él,p

(nO = ordjso : f Zn nO ( )q af(”O) 75 0 4 = 6271—12 z € h)
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6.3 Die Valenzformel

4!

8

Abbildung 6.2: Beweis der Valenzformel
Null- bzw. Polstellen auf dem Rand von 72, v4, v und ~g wird »ausgewichen«. vs3, s
und 7 weichen den Punkten p, 7 und —% aus.
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6 Modulformen

Beweis: f = g(q) und g ist meromorph in |q| < 1. Eine Konstante R sei so gewdihlt,
dass f(z) fir Sz > R keine weiteren Null- oder Polstellen mehr hat (siehe Abbildung

]

. 1
Es gilt: Zordzf = 277i/71+ - dlog(f)

zeF
Denn es gilt:

e mitT = [6%]

1
— / dlog(f) = —% dlog(g) = —ordp g = —ord;e f
2 ol ‘q|2627riR

1

= — f=—ordiso f
27 -

o Sei e der Radius der kleinen Kreisbdgen s und vr:

1 1
— [ dlog(f) gy - ord, f, das gleiche gilt fiir / dlog(f)

27 Sy v
1 </ / > ;
= — + — ——-ord, f
211 s vz e—0 3 P

Der Bruch 1/6 kommt zustande, da es sich bei s bzw. 7, im Grenzwert, um einen
Sechstel-Kreis handelt.

e Sei e der Radius des kleinen Kreisbogens s :

1 1
— | a = ord;
2mi /., 08(f) — g ordi f

:>1/ dlo (f)—lord-f

omi ), © OBV T oM

Der Bruch 1/2 kommt zustande, da es sich bei 75, im Grenzwert, um einen Halb-
kreis handelt.
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6.4 Der Ring der Modulformen
e mit S=[07] (2~ —1) und foS = f(z)2":
/ dlog(f) = —/ dlog(fo S~y = —/ (dlog(f) —i—dlog(zk))
Y6 Ya=—5v4 74

1 / k k
_— —dz = —
e—0 271 —u Z 12

Der Bruch k/12 kommt zustande, da es sich bei 74, im Grenzwert, um einen
Zwdlftel-Kreis handelt.

Alles zusammengenommen beweist die Behauptung. [

Bemerkung:

o In dem Moduldreieck D existieren nur endlich viele Null- oder Polstellen von f

* > . o\ % ord, f + ord;so f
k

—12

Beispiel: 6.2 f = F4, in der Valenzformel stehen auf der linken Seite nur Terme > 0
und rechts steht %, also
Ey(z) =0 <= z=p

Analog: f = FEjg, auf der linken Seite der Valenzformel sind aller Terme > 0, rechts steht
%, also
Es(2) =0 <= z=1

6.4 Der Ring der Modulformen

Definition 6.6

M, = M.(SL(2,Z)) :=> My, M, C Hol(h)
keZ
:span{f|3keZ:f6Mk}

heifit Ring der Modulformen auf T.
Bemerkung: M, ist ein Ring.

Satz 6.8 1. My = {0} fir k <0
2. My = C- 15 (konstante Funktionen)

3. dim M}, < oo fiir k >0
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6 Modulformen

Bewezs:

1. Anwendung der Valenzformel fiir ein f € My, k <0, f #0:

linke Seite > 0 = rechte Seite <0, Widerspruch

2. Sei f € My,g := f— f(z0) -1 € Mo, 20 € b, fiz. Wire g # 0, so wire nach
Valenzformel:

linke Seite >0 = rechte Seite, Widerspruch = g =10
—_—

mind. zg ist Nullstelle
3. Betrachte die Abbildung € : My — C", n fir, n > {3,

e f e (ar(0),ar(1),....ar(n— 1)),

€ ist ein Vektorraum Endomorphismus.

Behauptung: € ist injektiv:
Sei f € My, e(f) =0, wdre f # 0, so folgt aus der Valenzformel:

k
linke Seite > n = rechte Seite = 12’ Widerspruch, also ist € injektiv
N—————

100 ist n-fache Nullstelle

]
Bemerkung: Interessant sind also nur My mit k > 0 und k gerade.
Satz 6.9 e By(2) =0 <= z2=p=¢>/3 modT
o Fs(2) =0 <= z=4 mod T
Beweis: Siche -

Satz 6.10 My =0, My=C- Ey, Mg =C- Eg, Mg =C-E2?, M1g=C- Ey - Fg
Bewezts:

k = 2: Valenzformel: Sei f € My, wdre f # 0:
linke Seite = 0 oder > % aber rechte Seite = %, Widerspruch

k=4: fe My, g:= f— f(ico) - E4 hat Nullstellen bei ioo und p. Wire g # 0, so wire
nach Valenzformel:

linke Seite > % = % = rechte Seite,  Widerspruch

= 6: analog wie k = 4, nur mit i statt p
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6.4 Der Ring der Modulformen

k=38 ist g € Mg,g # 0, so ist nach Valenzformel:
rechte Seite = %, also ord, g = 2, damit analog zu k = 4
k =10: sei g € My, g # 0, dann folgt mit der Valenzformel:
rechte Seite = %, also einzige Mdaglichkeit: linke Seite = %—I—% =ordgt =ordgp =1,
analog zu k =4

Satz 6.11 Mk(k} > 4) = Sk ©® CEk
(klar nach Def. von Sy)

Bemerkung:

e dim Mg =1, also Eg = Ez

16 >
Ej=1- Bs E o007 (1)g' (= 1+ 240 g a3())g')?
=1 =1

DhVI>1:c- O'7(l) = 4800’3([) + 2402 Zkl,k2>0 03(k1)0'3(k2)

k1+ko=Il
Modulo:
TR S D) SIS 3
d|l ki+ko=l d|ki d|k2

e InR® gibt es genau ein ganzes(d.h. 1 -2 € Z) gerades(d.h. y1 -2 € 27.) unimodu-
lares (d.h. det(p;, pj)i<ij<s =1 = p1,...,ps ist Basis des Gitters) Gitter, dieses
heiﬂt Eg

Op, =Y #{veBs|yv-y=2}¢
(=8

Satz 6.12 Of, € Mg
(Beweis spiiter)

Folgerung: O, = Ey, d.h. # {7 € Fg |’y sy =201 > 1} = 24003(1)

Satz 6.13 Die Formen EY - Eg mit a,b > 0,4a + 6b = k bilden eine Basis fiir M.

3 2
E4_E6

Lemma 6.2 A = —=:% =q+ O(q?) hat keine Nullstellen in b.

Beweis: Valenzformel: rechte Seite = 1, aber ord;oc A = 1, also keine weiteren Nullstel-
len. [

Bewets:[des Satzes] Wir zeigen: jedes f € My, schreibt sich als Polynom in Ey4, Eg ().
Das folgt durch Induktion tber k. Wir benutzen

X A My — Skya2,
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6 Modulformen

(Multiplikation mit A) ist ein Vektorraum Isomorphismus. (Folgt aus dem Lemma.)

Die Behauptung (x) ist ok fir k =0,2,4,6,8,10 (siehe Satz

Induktionsannahme: Die Behauptung ist ok fir M; mit | < k. Sei f € My, dann ist
g:= f —ap(0)AYE? eine Spitzenform in Sy, wo 4a + 6b =k (Ezistenz solcher a,b siehe
unten).

Also % € Mj._12. Nach Induktionsannahme ist % ein Polynom in Ey, Eg, damit ist

f=a;(-)E{EZ+ _A - Polynom in Ey, Fg

3 g2
Ei—Es
1728

]
Satz 6.14 Ey, Fj sind algebraisch unabhiingig iiber C (d.h. es gibt kein Polynom p €
C[X,Y] mit p # 0, so dass p(Ey4, Eg) = 0 ist)

Insbesondere sind die Formen E¢, E§ (mit 4a 4+ 6b = k und a,b > 0) linear unabhingig
itber C .

Folgerung: Die Abbildung
C[X,Y] — M,
p+— p(E4, Eg)
st eine Ring-Isomorphismus.
(Kern = {0} nach vorigem Satz, Surjektivitit nach dem Satz[6.15)
Insbesondere
My, = {p(E4, Ee)|p=#X°Y" 4a + 6b = k} ,
denn C[X,Y] ist ein graduierter Ring C[X,Y] = @2 CIX,Y]y), wo C[X,Y]w) =

Unterraum der homogenen Polynome vom Grad k ist, wobei die Graduierung so gewdhlt
wurde, dass deg(X) = 4,deg(Y) = 6 ist.

Beweis: Annahme: Es existiert ein p € C[X,Y],p # 0 mit p(Ey, Eg) =0, 0.B.d.A habe
p minimalen Grad (= XY [p).

Schreibe p = Zpr,SXTYS = Z Z PrsX'Y?
T:'S k>0 T78
~ 4r+6s=k

=P(k)

Dann ist schon p (Es, Eg) = 0 = p = p(i,) fiir ein geeignetes ky. Denn 0 = p(Ey(Az), Eg(Az)) =
> k>0 P(k) (Ea(2), Bo(2)) (cz +d) ™" (da ja py (Ea, Eo) € My,)

Fir d — oo folgt py,) (E4, Eg) — 0, betrachte ndamlich die rechte Seite bei fizem z und

fixem ¢ als Polynom in d. Dieses Polynom hat unendlich viele Nullstellen d:

* % 1 =z * —%
A_<c d>(_A<O 1>_(c c—|—daz>
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6.4 Der Ring der Modulformen

Schreibe p = p(,) = clEf°/4 + Z e s EYES + 02E§°/6

4r+6s=ko
r,s>0

Wegen der Minimalitit der Grade von p(x,) folgt c1 # 0 oder ca # 0. Fiir z = i, p folgt

clEij/4 + CQEgo/ﬁ hat z = p,i als Nullstellen, — Widerspruch! u

Lemma 6.3 Sei k gerade, dann gilt
k
#1{(a,b) | a,b € Z,4a + 6b =k} = [EJ Y o(k#2 mod 12)
Bemerkung: # {(a, b) | a,be Z,4a + 6b = k:} >0 fiir k>0, k gerade und k # 2
Satz 6.15 dim My = | 5| +8(k £2 mod 12)

Beispiel: 6.3 My, Mg, Mg, Mo sind eindimensional, Basiselemente sind Ej (= Es =
E3, Eo = E4Eg)

k \ 12 14 16 18 20 22 24
Basis
von My | E},E2 E3Es E} E.E: E}Es,E; E3 E!E? E{FEs E,E} ES$ E}F2 E}

My = CEp + S, S, = A - My_19, Spitzenformen sind stets Polynome in Ej4, Eg, A

Bemerkung: Diese Basiselemente haben ganzzahlige Fourierkoeffizienten.

Beweis:(des Lemmas) Induktion tiber k: fir k < 10 stimmt die Behauptung (Nachrech-
nen)
Induktionsannahme: die Behauptung stimme fiir I gerade und | < k:

a(k) = # {(a,b) | a,b € Z,4a + 6b = k}
Es gilt a(k) = a(k —12) + 1

denn die Abbildung {(a,b)|4a+6b =k —12} — {(a,b)|4a+6b =k}, mit (a,b) —
(a,b+ 2) ist injektiv, es fehlt im Bild (a,b) mit 4a 4+ 6b =k und b =0 oder b =1, also
2a+ 3b = g Es gibt genau eine Losung die fehlt, wdahle b mit % —2a =3b mod 2, dann
15t a = % (g —3a).

Also a(k) = a(k —12) + 1
LA. V{ —12

12
_ L%J +6(k#2 mod 12)

|+8(k—12#2 mod12)+1
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6 Modulformen

6.5 Ergdnzungen

Lemma 6.4 Sei f holomorph auf h, periodisch mit Periode 1, f = 1 + O(gq), dann
existieren Zahlen a(n), so dass f = [[22,(1 — ¢")*™ ist (logarithmische Ableitung
anwenden).

Satz 6.16 (ohne Beweis)
E} — 1
A <_ 1728 > 1;[ =4

Bemerkung:
o0

Es gilt A(T) = ZT(n)q”

n=1
Dabei ist 7(n) die Ramanujan 7-Funktion. Die Lehmer Vermutung besagt T(n) #
0V n.

Definition 6.7 -
z) = q'/* H(l —q")
heifit Dedekindsche n Funktion (n** = )

Satz 6.17 (Folgerung aus dem vorigen Satz)
n(Az) = (cz + d)"?e(A)n(z),  e(A) = pos( 24. Einheitswurzeln)
(dabei wird als Wert der Wurzel, der Wert rechts der imaginéren Achse genommen)

Bemerkung:

e 1 ist eine Modulform vom Gewicht %

o % = q_1/24m = ¢~ V/245°° p(1)q(l). Dabei ist p(1) die Anzahl der Mdég-
lichkeiten 1 als Summe | = 1y + ...+ 1, mit l; > ly > ... > 1. zu schreiben
(Partitionszahl).

Satz 6.18 LA
—=FK
271 A 2
Beweis:

= 1—24§:n2q"l
n=1 [>1
:1—24qu2n:E2

k=1 nlk
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6.6 Der Korper der Modulfunktionen

Folgerung: Sei A € SL(2,7):

1 A(Az) 1 E£A(Az
By(A2) =55 A((Az)) omi dZ(;z))
5 d <A(z)(cz + d)12>
A(2)(cz 4+ d)1?
1w0A (2)(cz + d)? + A(2)(12¢(cz + d))
A(z)

(cz + d)?

1
= —i(cz +d)”

6¢
— d
7”_(cz—i- )
6¢c 1
d.h. ByloA =Fy + ————
2l2 2+m’(cz+d)

RN 1 Jez+df 1
3277 T S(A2) (cz+d)? - S(A2) (cz+d)?
cz+d 1 2ic

cz—i—d:%z cz+d

( 2 2icd = 2i(cz+d) — c(z — 2))

z—Zz cz+
Satz 6.19 Sei E5(z) = Ea(2) + %, dann gilt

TS

EilsA=E]  fir Ac SL(2,Z)

6.6 Der Koérper der Modulfunktionen

Zur Erinnerung:

i) f(Az)=f(x)VA € SL(2,7Z)
K(T') =< f: b meromorph | 1) f besitzt eine Fourierentwicklung der Gestalt
f(2) =35 _yas(n)e?™?
E31728

j= M = ¢ 1+ 7444 O(q), j-Invariante, j € K(I")

Satz 6.20 1. j hat genau eine Nullstelle bei z = €2™/3(= p) und genau eine Polstelle
bei ico. Es gilt j(i) = 1728

2. j faktorisiert zu einer Bijektion:

Jt Sp2,z)\bUlicc} — C
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6 Modulformen

Beweis: (1.) ist klar, zu (2.): Sei~y € C, dann ist zu zeigen: (j — ) = 0 hat genau eine
Lésung in dem Fundamentalbereich F': Anwendung der Valenzformel auf (j —7):

1 1
Y ords,(j =) + 5 ordi(j =) + g ordy(j =) =1
20€F
Zo#Pﬂ'

Die einzigsten Moglichkeiten sind
> ord,, ord; ord,

é g g , also jeweils genau eine Nullstelle in F. u
0 0 3
Satz 6.21
K(I) = C(7),

d.h. jede Modulfunktion auf SL(2,Z) ist eine rationale Funktion in j.

Beweis: Sei f € K(I'), f # const, seien al, ..., a, die paarweise verschiedenen Null-
stellen und Polstellen von f, ohne Vielfachheiten aufgezdihlt, die von i und p verschieden
sind.

T

Setze g := H (] _ j(ap))ordapf . (] _ j(i))ordi f/2 (] _j(p))ordpf/3
p=1

(Beachte die Exponenten sind aus Z , nach Valenzformel)
Nach Valenzformel gilt: ordiso g = ordiee f, (denn f,g haben die gleichen Null- und
Polstellen mit den gleichen Vielfachheiten).

g
Satz. m

Also ist 5 holomorph in D als auch in too, d.h. e My, also = const nach fritherem

Bemerkung: Betrachtet man den Korper der Modulfunktionen auf T'o(l),l € Z~o und
er heifle etwa K(T'o(1)), dann gilt:

3J : K(T'o(l)) = C(J) <= lteilt »Ordnung der Monstergruppe«

Satz 6.22 Sei A, B € C, so dass 423 + Az + B keine mehrfachen Nullstellen hat. Dann
existiert ein 7 € F' und ein o € C*, so dass

47° + Az + B = 4a® — (774§E4(7-)a4> x — (W6287E6(T)a6> (%)
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6.6 Der Korper der Modulfunktionen

Bemerkung:

1. p(2) ==p(Zt +Z,z), dann

bijektiv 4 8
Clzr +7 yery {(m,y) |y? = 42® — <7T43E4(T)> x — <7T627E6(7')> } U0:1:0]
2 (p(2), ¢'(2))
2. Folgerung aus Satz und Erinnerung: Zu A, B wie im Satz existiert ein L (ndmlich

L=o(Zr+17Z)), so dass

C/r, — {(x,y) € (C2|y2 = (*)} Ul0:1:0]

2+ (p(2, L), ¢'(2, L))

eine Bijektion ist.
Beispiel: 6.4

v’ =423+ —— L=a(Zi+7)=aZli

v =42* +1 «— L=a(Zp+7Z)=aZlp

— Riem. Fliche — . . .. . .

Folgerung: C/J, ~ C/rr <= j(L) = j(L") (Dabeiist j(L) := j(2%) fir
L =wZ+ wZ, mit 3(gk) <0.)

Lemma 6.5 Scien a,b € C, so dass a® + 27b% # 0,

A3 ad
. _ 4 _ b . . _
dv:A=~%a,B=~"b #quivalent zu BB Bty

(Beachte Diskriminante(z® + 4z + 8) = — (A3 4 27B?) # 0 nach Voraussetzung )

Bewezts:

=: FEinsetzen und Nachrechnen

< Identitit ist dquivalent zu B%a® = A%b?, d.h. (%)3 = (%)2, falls a,b # 0 (sonst

leichte Ubung). Setze y := (3)1/4 (eine Wurzel wdihlen), dann (%)2 = ~'2, d.h.
% = ++5 falls positiv: ok, sonst ersetze v durch iv.

Beweis:[des Satzes] Gesucht sind T, mit

8
o at —4 __. 65 -6
=-7 3E4(T)a B ™ 27E6(7')a
Es(T)
4 66
= —~"Fyu(T =
Y Ey(T) L
40\ /4
und v = mia~! <3)

87



6 Modulformen

Jetzt wird das Lemma angewendet: Fir T € by ist

(—Ey4(7))? + 27 <€j;7)> = — (B4(7)? — Eg(7)?) = 1728A(7) #£0

Also suchen wir T mit

A E@ )

A3 +27B2  —1728A(T)  (1728)2

solch T € F existiert nach dem Satz[6.20. n

6.7 Thetareihen

Sei L C R™ (vollstindiges) Gitter in R™ (d.h. L = Zay + ...+ Zay, a1, .. .,a, R-Basis
des R™)
» “sei das gewdhnliche Skalarprodukt: x -y =" | x; - y;

Definition 6.8 Das zu L duale Gitter L* sei
L = {yER"leEL:x-yEZ}

Lemma 6.6 L* ist vollstdndiges Gitter

Beweis: Sei arx,...,a;, die zu ay,...,a, duale Basis, dann ist a; - aj = §; ; (Evistenz:
*
. . _1\t )
A= ||, dannist (A7') = | : | und dann L* = Za} + ... + Za}, ]
an, ay,

Definition 6.9
. 2 2
OL(2) =Y ™ (dh O, =) ¢" /%)
zeL reL

heifit Thetareihe zu L.

Lemma 6.7 Die Reihe konvergiert absolut gleichméBig auf jeder Teilmenge von b, der
Gestalt Sz > R > 0. Insbesondere ist ©7 holomorph in §.

Beweis: © = z1a1 + ...+ xpa, € R?, dann
Xr- -xr = E a:iaiajxj
i?j

€ (ai - aj)lgm‘gn gt
—_—

=G

88



6.7 Thetareihen

Mit einer Gram-Matriz G zur Basis ai, ..., an, und§ = (x1,...,2,) Sei A := ming_; EGEL,
es gilt X > 0.

Es qilt £G¢ = I%IG (l%)t \§|2 > N2, E#£0,6 €R™

Z 67riza:2 _ Z ’eﬂiZfGEt — Z e—TrR)x§2
z€L cezn cezn
n o n
= Z e TRMW? =2 Z e~ TRAP < 00,
PEL p=0
da e RN < 1. n
Definition 6.10
ay
v(L) := |det
an

heifit das Volumen von L .
Lemma 6.8 v(L) hiangt nicht von der speziellen Wahl der ay,...,a, ab.

Beweis: Ist L = 7Zby + ...+ Zb,, dann ist

ai b1
=7|:,
an, by,
wobei T € GL(n,Z) ist. Wegen detT = +1 folgt die Behauptung. m

Bemerkung:

v(L) = dx

/{x1a1+...+mnan | 0§J:1,...,:cn§1}

Poissonsche Summenformel

Sei [ eine Funktion mit »guten« Figenschaften auf R™, dann gilt

S fw) = QL) S f(w),

€L yeL*

dabei ist f = Jgn f(x)e 2™ Ydz (die Fourier Transformierte).

Bemerkung: v(lL) = WU(L*)UQ, damit wird die Formel symmetrischer. Dies wird

—mta? (x €R" x-2=2%1t€Rsg)

angewendet auf g(x)

Lemma 6.9 §(y) = tn%e_”%?ﬁ
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6 Modulformen

Bewezs:

_ 2 _omix-
Ttx e 27rmydx

a

/

(quadrat. Erginzung) :/ e @tiy/0? g =iy
R
(

n

= e—ﬂt(u+iv/t)2du)

. +oo
a2 Int.-weg verschieben _tx2 _ i
e~ 1y ve /6 LAZ P P—— 1/2/ e~ T dy
—00

% R
VT T(3)
t1/2
Satz 6.23
OL() = i O+ ()
VAR

(Dabei wird die Wurzel stets so gewéhlt, dass Rz > 0 bzw. z auf der imaginéiren Achse
liegt. )

Beweis: Beide Seiten sind holomorph in z € b,also geniigt es die Behauptung fir z =
it,t > 0 zu beweisen (Identititssatz). Fir z = it:

Op(z) = ™ =3 y(x)

zel zeLl

1
rechte Seite: = Z Tme_”/tyQ

YE L et
=4(y)
|

Sei L ganz (d.h.Vx,y € L:x-y € 7Z) gerade (d.h. Vx € L : 2% € 27) und unimodular
ar
(d.h. |det [ : ]

Satz 6.24 n =0 mod 8 (ohne Beweis)

=1=L"=1)

Satz 6.25 ©; € Mz (SL(2,Z))

Beweis: Nach vorhergehendem Satz gilt:

1

Or(z) = 27?0, <—z> ,d.h.Op|,28 =01

Ferner: O = Zq“’a/2 = Z # {w € Llnr:2 = Qn} q",
z€L n=0
daher Ol 2T = O, und holomorph bei ico
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6.7 Thetareihen

Definition 6.11 L, L' heiffen isomorph, falls L=o(L') fiir eine Isometrie o des R™ (o €
O(n,R))

Satz 6.26 Die Anzahl der Isomorphieklassen der ganzen geraden unimodularen Gitter
in R™ ist endlich. Es gilt

n/2—1

1 _ —n‘Bn/Zl
2 (]~ 2 ot LB

L ganz,gerade unimod. in R™
modulo Isomorphie

n|1 16 24 32

Bemerkung: Diese Anzahl wdchst sehr schnell: ‘ 1 2 2 ca 80 Mo

Das (bis auf Isomorphie einzige) ganze gerade unimodulare Gitter In Dimension 8 heifst
Eys.
Folgerung: O, € My daher O, = Ej.

#{vecEs|a®=2m}=240) d* (n>0)
dn

Konstruktion von Ejg:

Die Projektive Ebene iber Fo: P?(F2) = (F3 \ {(0,0,0)}) /IE‘; hat 7 Punkte und 7 Gera-
den, jede Gerade hat 3 Punkte und jeder Punkt liegt auf genau 3 Geraden (siehe Abbil-
dung .

Die Potenzmenge P(P?(Fs)) ist eine Gruppe bzgl. symmetrische Differenz A + B :=
(A\B)U(B\A).

Definiere H7 := Menge aller Geraden U Menge aller Komplemente von Geraden U {@, P? (IFQ)}
#H7 =2

Als Ubung: Hy ist Untergruppe von P(P?(Fz)).

Identifiziere Teilmenge von P%(Fy) mit Vektoren in IF;, dazu werden die Punkte Py, ..., Py
nummeriert und eine Zuordnung, vermage

{ Vektor hat 1 an Stelle, i  falls P; € A
Ar—s

0 sonst

getroffen. Damit wird Ht zu einem Untervektorraum von Fo.

Setze Hg := {(z,z1+...+a7) € F3 |z = (z1,...,27) € H7} C F§ (Hamming Code
der Linge 8)
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6 Modulformen

Ubung: Hg ist selbstdual (d.h. H = H ) und doppelt gerade (d.h. jedes x € Hg hat genau
0, 4 oder 8 Einsen).

Definition 6.12 Eg := % {z € Z®|z mod 2 € Hy}
Ubung: Eg ist ein Gitter und hat folgende weitere Eigenschaften:

e gerade (z* = 33" 22,3 2?2 =0 mod 4, da Hg doppelt gerade ist)

2 2
o ganz (z-y=3(x+y?’-%5 - %

o unimodular (weil H* selbstdual ist)

Abbildung 6.3: Die Projektive Ebene mit 7 Punkten, der Kreis ist die siebte Gerade.

92



Symbolverzeichnis

T,
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Aut(C),

Aut(C), |29

Aut(C) oo,
(
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GL(2R),
Hol(C),[3
Sz,
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Pro,

r\X, 34
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